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摘要
本文把抽象代数、复分析、拓扑和几何整理成一条连续的学习旅途，目标是让初学者从

函数、坐标和图形出发，逐步理解 Teichmüller 关于“可变黎曼曲面”的研究路线。每个模块
只在第一次出现时定义自己的概念，然后通过例子、正式定理和接口把它交给下一模块。文
中严格区分直观解释、定义、已知定理和本文尚未展开证明的高级结论。本文不把模空间、解
析族、周期映射、映射类群或模函数混成同一个对象，也不声称已经完成 Teichmüller 高级
定理的证明。
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1 路线总图：我们究竟要研究什么

1.1 从一张纸上的图形开始
想象一张可以画坐标的纸。我们可以在纸上画曲线，给点编号，测量距离，也可以把纸拉伸、压
缩或换一种坐标。高中数学通常研究某个固定平面和其中的函数；本路线更进一步，研究的是：

当一张曲面上的局部坐标规则可以改变时，哪些改变算同一种？所有允许的改变能否
组织成一个空间？这些曲面能否组成一个随参数变化的整体族？

为了回答这个问题，必须依次建立六种语言：

(1) 集合与函数：说明对象是什么以及映射如何工作；

(2) 代数与群作用：说明变换如何组合、对称性如何取商；

(3) 复分析：说明局部复坐标和全纯变化；

(4) 拓扑：说明连续变形、洞、同伦和标记；

(5) 几何与微分形式：说明长度、曲率、积分和周期；

(6) 模空间与变形理论：说明如何把许多复结构组织成空间和族。

最后，这些语言汇合为

参考拓扑曲面 −→复结构 −→标记黎曼曲面 −→ T (S) −→ T (S)/Mod(S) −→模空间与解析族

说明 1.1（路线总图中的预告记号） 上面的 S 暂时表示一张固定的参考拓扑曲面；“固定”
只是说先选定底层形状，并不表示它已经带有复结构。记号 Teichmüller 空间 T (S)、映射类
群 Mod(S)、Mset(S) 和M(S) 也先作路线预告：T (S) 将表示保留标记的黎曼曲面等价类，
Mod(S) 将表示参考曲面的方向保持自同胚按同位取类所得的群，Mset(S) 将表示先取轨道
的集合商，而M(S) 只在进一步赋予拓扑、复结构或族的几何实现后使用。它们不是同一个
对象，正式定义与关系分别留到拓扑、黎曼曲面和模空间模块。

同样，后文会写 π : X → B：这里 X 是可能随参数变化的总空间，B 是参数空间，π 把
总空间中的点送到它所属的参数；“解析族”的正式条件尚未在此处施加。因此，本图只告
诉读者要建立哪些对象，不把预告记号当作已经证明的高级定理。

参 考
拓扑曲面

复 结 构
局部坐标

标 记
黎曼曲面

T (S)
保留标记

T (S)/Mod(S)
忘掉标记

模 空 间
解 析 族

图 1. 整条路线的“信息流”：先固定底层形状，再加入局部复坐标，最后研究复结构如何变化并组成族。

图 1 中的箭头表示“增加或组织信息”，不表示每一步都是简单的函数。特别是从 T (S) 到
模空间的箭头是按映射类群取轨道的商操作；从模空间到解析族则需要额外的几何构造。
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主干与支线。 上面的编号便于顺读，但实际依赖关系不是一条直线。最短主干是

基础语言 −→分析与拓扑 −→黎曼曲面 −→ T (S) −→Mset(S),

而 Riemann–Roch/周期、低亏格模函数以及测度–Beltrami 分别是可以并行推进的支线。支线
中的高级定理不会被伪装成主干定义：读者可以先获得 Teichmüller 主线的对象边界，再回头深
化这些工具。

基础语言
集合、函数、证明

分析与线性代数
极限、矩阵、复数

拓扑曲面
同伦、亏格、标记

黎曼曲面
复结构、全纯映射

Teichmüller 主干
T (S)、Mod(S)、
模 空 间

周期支线
微分形式、Riemann–

Roch、周期映射

低亏格支线
格、j-不变量、模函数

研究预览
测度、Bel-

trami、拟共形

实线是主干依赖；虚线是可并行的高
级支线，不是高中阶段的必修门槛。

图 2. 从基础到 Teichmüller 理论的“主干加支线”学习图。
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2 术语导航：点击回到第一次严格定义
本节是一个可点击的学术索引，不重复正文中的概念说明。索引中的术语只负责把读者送到正
文；严格内容仍以落点处的环境标题、编号和公式为准。若某个词只作为历史名称或研究目标出
现，它不会被伪装成已经形式化或已经证明的结论。
使用方式

点击
蓝色术语会跳到正文中该词的第一次正式入口。

判定
以落点处的“定义／正式定理／正式命题／说明”标题为准；索引不替代证明。

阅读
先看左列术语，再看中列类型，最后用右列确认它在 Teichmüller 路线中的位置。

入口色标
定义 正式定理 正式命题/推论 说明/状态边界

表中省略 def/thm/prop/rem 前缀；灰色小标题只是本行的阅读索引，模块色带表示学习阶段。它们都不
是新的数学定义。

建议按“模块带 → 主题标签 → 蓝色术语 → 入口类型 → 路线接口”的顺序读表；点击术语后，用返回键
即可回到本索引。

点击术语（第一次正式入口） 入口类型 路线接口

模块 0 数学语言预备工具箱

数、集合与逻辑
集合、元素与空集、子集、集合描述式、集合运算与补集、数系、
实数、序关系、上界、最小上界、完备性、区间、绝对值、逻辑
连接词与量词

定义 先固定元素、子集、集合运算、
数、量词和极限所需的语言

坐标与直积
有序对、直积、投影映射

定义 先固定有序坐标、直积对象和
坐标投影

函数与复合
集合与函数、像集、原像、纤维、函数复合、恒等映射、函数的
集合论图像

定义 再固定定义域、陪域、输入输
出规则与复合次序

单射、满射、双射、逆映射、有限集合、基数、左逆、右逆
定义 在同一 f : X → Y 下区分无

碰撞、无遗漏和逐一匹配
数列、数列极限、函数极限、函数图像、参数曲线、坐标、向量、
距离、矩阵的读法、导数、积分 定义 为分析、几何和矩阵运算提供

共同的计算入口

续下页
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走向可变黎曼曲面 术语导航：点击回到第一次严格定义

点击术语（第一次正式入口） 入口类型 路线接口

极限的性质与连续性
极限唯一性、收敛数列有界、夹逼定理、极限运算规则、定义域
聚点、点态连续性、极限–连续性桥接

命题／定理／定义 说明极限为何可计算，并把去
心极限接到函数的实际值

模块 1 集合、函数与“什么算相同”

关系与等价
限制映射、包含映射、陪域缩小、二元关系、自反、对称、传递
关系、等价关系、等价类、代表元

定义 从映射的局部改变进入“哪些
对象视为相同”

商与结构保持
集合分割、幂集、商集、商映射、模 n 的整数商集、良定义、商
上下降的充要条件、结构保持映射、结构同构、商上的下降判据

定义／定理 构造集合商，并为商群、轨道
商和模空间的“下降”固定模
板

模块 2 对称性、群、线性代数与复数预备

群与作用
二元运算、群、交换群、群的阶、元素的阶、循环群、子群、群
的中心、陪集、子群指数、群共轭、正规子群、商群、群作用、
作用的核、忠实作用、对称群、轨道、稳定子、作用商、循环子
群的基本性质、拉格朗日定理

定义／定理 描述可组合的对称变换、固定
点和轨道

群同态、群同构、核、同态像、第一同构定理、轨道–稳定子双
射、轨道商的下降判别 定义／命题 把结构保持映射和取商连接起

来
环、交换环、域、理想、商环、环同态、环同态的核、同态的像、
环同构、零因子、整环、环的特征、模、子模、商模、模同态、
模同构、环的第一同构定理、模的第一同构定理

定义／定理 组织加法、乘法和标量作用

向量空间、线性映射、双线性映射、内积与范数、Hermitian 内
积、基与维数、对偶空间与协向量、多线性映射、交替映射、特
征值与特征向量、核、像、秩、秩–零化度公式、矩阵空间、行列
式、可逆矩阵、一般线性群、特殊线性群

定义／命题 为矩阵、微分和张量提供线性
代数底座

SL2 与 PSL2、PGL2、PSL2、射影直线、上半平面、上半平面
的基本拓扑性质、Möbius 变换、射影作用下降、复数、复共轭、
复数的模

定义／命题 为射影作用、复坐标和模群模
型准备代数语言

续下页
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走向可变黎曼曲面 术语导航：点击回到第一次严格定义

点击术语（第一次正式入口） 入口类型 路线接口

模块 3 复分析、局部复坐标与复结构

复坐标与共形性
复指数、整函数、复指数的收敛与基本法则、Euler 公式、极坐
标形式、极坐标乘法法则、穿孔复平面、复对数支、复指数的周
期与纤维、复导数、全纯函数、偏导数、多元实微分、Jacobian
矩阵、Cauchy–Riemann 判据、复导数与实 Jacobian 的关系、
全纯映射的复合、共形映射、共形映射的角度性质

定义／命题 说明复可微性、全纯性和角度
保持的局部机制

Cauchy 积分定理、Cauchy 积分公式
正式定理 把全纯函数的局部微分条件提

升为闭曲线积分和点值公式

分析底座与积分
度量空间、数列收敛与度量连续性、Cauchy 列与完备性、一致
收敛、绝对可积函数与 L1、C1 函数、无穷级数收敛、复平面区
域、分段光滑曲线、复曲线积分、原函数、内点集、闭包、拓扑
边界、稠密子集、三者一眼检查、内点、闭包与边界的互相刻画

定义／命题 补足极限、连续、曲线积分和
区域边界；用邻域判据统一
开、闭与边界

级数、奇点与留数
Taylor 级数、Taylor 展开、全纯函数 Taylor 展开、全纯函数的
局部解析性、非零全纯函数的零点离散性、复幂级数、收敛半
径、幂级数收敛半径定理、孤立奇点、可去奇点、极点、本性奇
点、亚纯函数、孤立奇点判别定理、Laurent 级数、留数、一阶
极点留数公式、绕数、简单闭曲线绕数性质、辩值原理

定义／命题／定理
／推论

连接局部奇点、零极点计数和
全纯函数的级数展开

变换支线
示性函数、区间长度、平移与反射算子、Tonelli–Fubini 交换接
口、支配收敛接口、卷积、卷积基本性质、单边卷积、Fourier
变换、L1 Fourier 基本性质、Schwartz 空间、Fourier 反演定理、
指数阶函数、Laplace 变换、Laplace 收敛半平面

定义／命题／定理 把函数重新编码为卷积、频率
参数和 Laplace 参数；这些是
分析支线，不替代复结构定义

拓扑、连续映射、闭集、基本平面与曲面模型、Hausdorff 条件、
第二可数性、拓扑流形、坐标图、图册、相容坐标图、复图册、
复结构、复图册的过渡恒等式、极大复图册的唯一性、黎曼曲
面、黎曼曲面间的全纯映射、全纯映射的坐标独立性、双全纯映
射、开映射、闭映射、拓扑嵌入、局部同胚、双射的逆连续、开
性与闭性、商拓扑、拓扑商映射、商拓扑与商映射的对应、商映
射的连续性下降、同胚、局部双射与局部双全纯、局部同胚是开
映射、局部同胚加双射得到同胚、紧致源到 Hausdorff 目标的嵌
入判据、紧致 Hausdorff 下的连续双射、映射性质的正交读法

定义／定理 把平面上的局部复分析拼成曲
面上的复结构，并固定连续映
射与同胚入口

结构保持的可逆性
结构保持的可逆性层次

正式命题 把连续、光滑、全纯和同伦等
价放在同一张类型检查表中

续下页
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走向可变黎曼曲面 术语导航：点击回到第一次严格定义

点击术语（第一次正式入口） 入口类型 路线接口

模块 4 拓扑、曲面、同伦和标记

分支与不变量
点集、代数、几何、微分与低维拓扑、拓扑不变量

说明／定义 在同胚和局部坐标之后，进入
曲面的标准模型与拓扑分支

变形、闭路与基本群
同伦、映射的同伦类、同位、方向保持同位、固定端点同伦、同
伦等价映射、同伦等价空间、可缩空间、连通、路径连通、单连
通、基本群、路径拼接、反向路径

定义／命题 记录连续变形、闭路和基本拓
扑不变量

定向、覆盖与基点
二维局部定向类、基本群诱导同态、基本群基点变换、覆盖映
射、覆盖映射的局部性质、路径提升定理

定义／命题／定理 说明方向选择、局部覆盖、路
径提升和基点改变如何连接

曲面模型与标记
三角剖分、胞腔分解、欧拉示性数、亏格、连通和、标准曲面、
曲面定向、方向保持映射、标记、方向保持自同胚群、映射类群、
拓扑不变量、紧致性、紧致可定向曲面的分类

定义／正式定理 由曲面分类进入 Teichmüller
的标记和映射类群；正式定理
说明亏格 g 为什么能作为闭
可定向曲面的离散拓扑标签

模块 5 几何、微分形式与周期

光滑流形与微分
n 维拓扑流形、光滑流形、光滑映射、局部微分同胚、切空间、
流形上的微分、切空间的坐标表示、微分的 Jacobian 表示、切
映射的函子性、微分同胚、Ck 微分同胚、逆函数定理、浸没、
浸入、正则值

定义／定理 把局部微分、秩和全局几何可
逆性分层

度量、场与曲率
带边界流形与边界、流形定向、体积形式、黎曼度量、向量场、
标量场、向量场与方向导数、梯度、散度、旋度、黎曼流形上的
散度、函数的微分、升降指标、联络、Lie 括号、测地线、曲率
张量、高斯曲率、Hessian 矩阵、Laplace 算子

定义 先固定标量场、向量场、协向
量与梯度/散度/旋度的输入输
出类型，再进入曲率和微分算
子

张量、旋量与形式
Clifford 代数、正交群与特殊正交群、Spin 群、Spin 结构、旋量
的定位、张量—旋量类型边界、张量积、张量、张量场、微分形
式、楔积、外微分、闭形式、恰当形式、Hodge 星、向量场与微
分形式的转换字典

定义／命题 区分向量、协向量、张量、旋
量和外微分运算；形式拉回与
Hodge 星负责把坐标公式接到
不变量语言

续下页
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走向可变黎曼曲面 术语导航：点击回到第一次严格定义

点击术语（第一次正式入口） 入口类型 路线接口

链、同调与周期
环流与通量、Laplace 算子、Hodge 星与 Laplace 关系、形式拉
回、形式积分、标准单形、边界算子、边界诱导定向、奇异链、
奇异链推前、推前与边界相容、边界的边界为零

定义／命题 把局部环流、通量和形式积分
送入链与边界的统一记账

Stokes 与周期配对
链上的 Stokes 公式、Stokes 定理、奇异同调、实系数奇异同调、
奇异上同调、余边界平方为零、de Rham 上同调、周期、周期配
对、周期配对的自然性

命题／定理 把积分变成边界公式、同
调/上同调配对和周期数据

模块 6 黎曼曲面、双曲几何、全纯微分与 Riemann–Roch

双曲模型与分解
均匀化定理、黎曼完备性、Hopf–Rinow 定理、双曲度量、简单
闭曲线、本质简单闭曲线、曲线同位、三孔球面、裤子分解、
Fenchel–Nielsen 坐标、格与复环面、格商与基本平行四边形

定义／定理 从双曲模型和复环面进入黎曼
曲面的全局结构

除子、微分与线丛
函数局部阶数、局部阶数的乘法法则、微分局部阶数、亚纯微
分、除子、典范除子、除子的线性等价、除子函数空间、除子线
丛、线丛与典范丛、cocycle 粘合条件

定义／命题 组织零点、极点、全纯微分、
线丛和截面

交叉、周期与 Riemann–Roch

横截相交、曲面的交叉配对、辛同调基、归一化全纯微分、
Siegel 上半空间、整数辛群、整数辛群与周期矩阵变换、
Jacobian、Torelli 型比较、周期矩阵、周期映射、周期映射的三
层状态、Riemann–Roch、典范除子次数与全纯微分维数、主除
子次数为零

定义／命题／定理 把同调基、归一化微分和周期
矩阵接到分类问题

周期矩阵的类型检查
周期矩阵的线性代数记号、实正定性的复向量检验、原始周期表
到归一化周期矩阵、Siegel 上半平面上的辛作用

定义／命题／定理 解释 g × 2g 原始周期表、
g × g 归一化矩阵与正定性

模块 7 模问题、标记、映射类群与模函数

标记与轨道
标记黎曼曲面、标记黎曼曲面等价、Teichmüller 空间、映射类
群作用、作用的良定义与群公理、轨道与无标记同构类、集合轨
道商、复椭圆曲线的格基分类

定义／命题 保留标记后分类复结构，再用
轨道商忘掉标记

续下页
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走向可变黎曼曲面 术语导航：点击回到第一次严格定义

点击术语（第一次正式入口） 入口类型 路线接口

模空间与模函数
模空间、粗模空间、细模空间、紧化、level structure、轨形、尖
点、离散 Möbius 群、抛物固定点、尺度矩阵、尖点宽度、尖点
局部参数、q-展开、模变换权、模函数、模不变函数的下降、模
形式、j-不变量

定义／命题 严格区分参数空间、商的几何
实现和其上的不变量函数

模块 8 解析族、模函子和普适性

复族与纤维
复流形、复子流形、复流形间的全纯映射、复次浸没、基、总空
间与纤维、proper 适当映射、弱族、解析族、光滑紧致解析族、
次浸没的纤维定理、Ehresmann 局部平凡性

定义／定理 从单个曲面进入随参数变化的
族

粘合、拉回与单值化
平凡族与局部平凡族、全纯自同构群、族的截面、族同构、群胚、
局部系统、monodromy、拉回族、拉回纤维的显式识别、纤维积
的泛性质

定义／命题 说明纤维如何粘合、运输和沿
参数变换拉回

函子与普适性
范畴、函子、自然变换、测试空间、测试空间上的自然规则、模
函子、固定亏格模函子、普适族与可表示性、模栈

定义 把“分类对象”提升为“分类
所有族”，并保留自同构信息

模块 9 拟共形变形与 Teichmüller 核心

可测微分与拉伸
可测函数、L∞、分布、弱导数与 Sobolev 空间、椭圆型方程、
弱复导数与 Wirtinger 算子、映射的 Beltrami 系数、Beltrami
数据局部系数、Beltrami 数据张量、奇异值

定义 把可测变形数据写成局部微分
和方向性拉伸

Beltrami 方程与距离
Beltrami 方程、拟共形畸变、畸变分母与方向保持、平面拟共形
映射、曲面拟共形映射、拟共形复合与逆映射、二次微分、二次
微分轨迹、轨线的自然坐标判据、伪度量、极值映射、
Teichmüller 允许映射、Teichmüller 距离、对数畸变的加法记账

定义／命题 进入 Teichmüller 的解析变形
和距离
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走向可变黎曼曲面 术语导航：点击回到第一次严格定义

2.1 每个模块都使用同一个四步格式
为了避免只给术语，下面每个模块都明确四件事：

直观入口 用高中生熟悉的图形、函数、坐标或变换建立感觉；它不是证明。

正式对象 给出定义、符号和对象之间的关系；这是以后严谨讨论和证明时要反复调用的
层。

定理边界 说明哪些内容是正式定理、本文只陈述不证明，哪些内容仍是研究目标。

交接接口 明确本模块产出什么，下一模块为什么需要它。

说明 2.1（一个概念的“八问闭环”） 以后遇到任何新概念，不要只背一句定义，按下面八
问走一遍：

问题 要得到的答案
1. 它是什么类型的对象？ 集合、数、映射、群、空间、函数还是族？
2. 它的正式定义是什么？ 把每个量词、定义域、陪域和结构写全
3. 它为什么这样定义？ 指出定义要捕捉的直观现象或要排除的错误
4. 最小例子是什么？ 用一个能逐项计算的模型验证读法
5. 最小反例是什么？ 说明删掉一个条件会在哪里失败
6. 有哪些等价判据？ 把抽象定义换成纤维、坐标、方程或图形语言
7. 它能推出什么？ 列出已证明的性质、定理和推论，并注明假设
8. 下一步怎样使用？ 说明它进入哪一个商、复合、积分或研究对象

若其中一问没有答案，概念就还没有真正进入可使用状态。直观图只能回答第三、四问的一
部分，不能代替第二、五、七问；一个定理也不能代替定义本身。

读到新符号时，先问：

它是什么对象？ 允许什么映射？ 哪些对象被视为相同？

例如，T (S) 是一个参数空间，Mod(S) 是一个群，π : X → B 是描述族的投影；三者不能互换。

2.2 进入路线所需的高中基础
本文件不把高中基础当作隐藏门槛。若读者还没有系统学过实数、平面坐标、向量、矩阵、函数、
参数方程、极限、导数和积分，先阅读下面的“模块零”即可。还应逐步学会读懂

x ∈ X, X ⊆ Y, ∀x, ∃x

这样的集合和量词符号。
如果其中一部分不熟，不必退出路线；模块零会把它们拆成可检查的小台阶。大学数学的关

键困难通常不是计算量，而是准确区分对象、假设和结论。
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2.3 先学会读公式和证明
数学公式首先是一种压缩的句子。下面的对照表足以支撑前几章的阅读：

写法 读法 它告诉我们什么

x ∈ X x 属于 X x 是集合 X 中的一个对象
X ⊆ Y X 是 Y 的子集 X 中的每个对象也在 Y 中
f : X → Y f 从 X 映到 Y 输入属于 X，输出属于 Y

f(x) f 在 x 处的值 一个具体输入对应的输出
g ◦ f 先 f 后 g (g ◦ f)(x) = g(f(x))

idX X 上的恒等映射 idX(x) = x

∀, ∃ 对所有，存在 量词决定结论的适用范围
:= 定义为 右边不是需要证明的结论，而是新符号的约定
∼=, ' 同构，同伦等价 具体含义必须回到所在章节的定义

例如，“f : X → Y 是双射”是对 f 的性质；“f(x) := x2”则是在定义一个函数。读证明时，
把每句话标成三类之一：假设（现在允许使用什么）、推理（用了哪条定义或定理）、结论（最终
得到什么）。如果一行公式看不懂，先把它翻译成这三类普通话，再回到符号计算。

例子 2.2（一个最小的证明模板）要证明两个偶数之和仍是偶数，先写假设：a = 2m、b = 2n，
其中 m,n ∈ Z。然后计算

a+ b = 2m+ 2n = 2(m+ n).

因为 m+ n ∈ Z，所以 a+ b 仍是 2 的倍数。这个例子很简单，却展示了全文反复使用的模
板：

写出定义 −→代入假设 −→整理 −→回到定义得结论.

阅读本文件时，不必一次记住所有定理。每个模块先掌握“对象是什么、例子是什么、它交
给下一模块什么”；第二遍再补证明和练习。带有“高级结论”字样的段落只要求知道结论的用
途和假设，不要求把它当作已经由本章证明的事实。

13
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3 模块零：数学语言预备工具箱

本模块导航

进入前 不要求先修大学数学；只需愿意把一个符号翻译成一句普通话。

本模块产出 会读数系、区间、集合条件、映射的定义域与陪域、单射/满射/双射、函数
图像、极限、坐标、向量、矩阵、导数和积分的最低定义。

出口检查 给定一个新公式，能指出每个字母属于什么集合、映射是否单射或满射、极
限表达什么趋近、矩阵如何作用在向量上，并能画出相应的简单图形。

本模块不是把高中课程完整重讲一遍，而是搭一座“过桥”。每一节都按同一顺序读：先看
图形直觉，再看正式写法，最后做一个能检查是否真的理解的练习。这里的“正式”表示以后可
以在证明中引用；并不表示我们已经从公理重新构造了整个实数系统。

3.1 集合、元素与子集：所有对象的容器语言
在读数系、直积和函数之前，必须先区分三种不同的句子：x ∈ A 说的是一个对象是否属于集合，
A ⊆ B 说的是一个集合是否被另一个集合包含，而 A = B 说的是两个集合是否有完全相同的元
素。它们都使用集合，但比较的对象层次不同。

定义 3.1（集合、元素、空集与单元素集） 在本导论的工作层次，集合是一个可以讨论“哪
些对象是它的元素”的数学对象；x ∈ A 表示 x 是集合 A 的元素，x /∈ A 表示它不是元素。
集合由元素关系决定：

A = B ⇐⇒ ∀x (x ∈ A⇐⇒ x ∈ B).

这条逐元素判据是集合语言中的外延性原则：集合的身份不由画法、排列顺序或名称决定，
而由成员关系决定。空集 ∅ 定义为没有任何元素的集合，即

∀x x /∈ ∅.

给定对象 a，单元素集 {a} 定义为

∀x (x ∈ {a} ⇐⇒ x = a).

所以 ∅ 有零个元素，而 {∅} 有一个元素；这个元素本身是空集。花括号表示“把对象作为
元素放进去”，不能把 a 和 {a} 当成同一个对象。
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定义 3.2（子集与真子集） 设 A,B 是集合。称 A 是 B 的子集，记作 A ⊆ B，如果

A ⊆ B ⇐⇒ ∀x (x ∈ A =⇒ x ∈ B).

称 A 是 B 的真子集，记作 A ( B，如果 A ⊆ B 且 A 6= B。子集关系比较的是“集合对集
合”；例如 a ∈ A 与 {a} ⊆ A 是两种不同类型的陈述，后者还需要先知道 a ∈ A。

定义 3.3（集合描述式） 设 X 是集合，P (x) 是关于 x 的条件。集合描述式

{x ∈ X : P (x)}

定义为所有属于 X 且满足 P 的元素组成的集合：

y ∈ {x ∈ X : P (x)} ⇐⇒ y ∈ X 且P (y) 成立.

冒号和竖线在这里都读作“满足”。左侧的 x 是占位符，不是集合中额外出现的元素；例如
{x ∈ R : x2 < 1} 与 {t ∈ R : t2 < 1} 是同一个集合。

正式命题 3.4（子集关系的三条基本性质） 对任意集合 A,B,C，有

∅ ⊆ A, A ⊆ A, (A ⊆ B 且B ⊆ C) =⇒ A ⊆ C,

并且
A = B ⇐⇒ A ⊆ B 且B ⊆ A.

因此，证明集合相等的标准方法是双重包含；证明真子集则还要排除相等的情形。

证明. 空集没有元素，所以“任意 x ∈ ∅ 都属于 A”没有反例，故 ∅ ⊆ A。显然每个 x ∈ A 都
属于 A，所以 A ⊆ A。若 x ∈ A，由 A ⊆ B 得 x ∈ B，再由 B ⊆ C 得 x ∈ C，故 A ⊆ C。最
后，若 A = B，逐元素判据立即给出双重包含；反过来，双重包含说明任意对象属于 A 当且仅
当属于 B，再用逐元素判据得到 A = B。

推论 3.5（空集与单元素集的包含判据） 对任意集合 A 和对象 a，有

A = ∅ ⇐⇒ A ⊆ ∅, {a} ⊆ A ⇐⇒ a ∈ A.

第一条说“没有元素”可以用“被空集包含”来表达；第二条把一个单元素集合的整体包含，
化成对唯一元素的一次成员检查。

证明. 若 A = ∅，则 A ⊆ ∅；反过来，若 A ⊆ ∅，则 A 没有元素，故由逐元素判据 A = ∅。又
因为 x ∈ {a} 当且仅当 x = a，所以 {a} ⊆ A 当且仅当其唯一元素 a 属于 A。
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例子 3.6（元素关系和子集关系的最小对照） 令 A = {1, 2}。则

1 ∈ A, {1} ⊆ A, 1 6⊆ A, {1, 3} 6⊆ A.

第一句比较“对象—集合”，第二、三、四句比较“集合—集合”。特别是 1 6⊆ A 不是说 1 不
在 A 中，而是说把数字 1 当作左侧集合来谈子集并不成立；数学句子的两边必须先有正确
的对象类型。

集合 A

x ∈ A

y /∈ A

元素关系：点是否在容器里

全集 U

A

子集关系：一个容器整体落在另一个容器内

图 3. “元素属于集合”和“集合包含于集合”是两个层次的关系。左图中的点可以逐个检查；右图中的
椭圆表示所有 A 的元素都在 U 中。

说明 3.7（阅读集合公式的固定顺序） 遇到一个新集合时，先问三件事：它的元素是什么类
型？元素来自哪个母集合？条件筛掉了哪些元素？例如 X × [0, 1] 的元素不是一个数字，而
是 (x, t) 这样的有序对；其中 x ∈ X，t ∈ [0, 1]。这一层类型检查会在函数、商集、群作用和
模空间中反复出现。

入口练习。

集合练习 1： 令 A = {1, 2, 3}。分别判断 2 ∈ A、{2} ⊆ A、2 ⊆ A 和 {2, 4} ⊆ A。

集合练习 2： 把 {x ∈ Z : −2 ≤ x < 3} 列举出来，并写出其中一个真子集。

集合练习 3： 把集合 C = {0, 2, 4, 6} 写成一个以 N 为母集合的集合描述式；再说明为什么更换占位字
母不会改变集合。

集合练习 4： 写出链复形中连续两条箭头的类型，并解释 ∂2 = 0 为什么保证 im ∂ ⊆ ker ∂。再把同样的
逻辑写成 de Rham 复形的形式。

答案提示与自检
集合练习 1：前两句正确，第三句不是同类型的子集陈述，第四句错误，因为 4 /∈ A。集合练习

2 的答案为 {−2,−1, 0, 1, 2}，例如 {−2,−1, 0, 1} ( {−2,−1, 0, 1, 2}。集合练习 3 可写为

C = {n ∈ N : n 为偶数且0 ≤ n ≤ 6};

把 n 换成 k 只改变占位符名称，不改变逐元素判据。
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3.2 数从哪里来：数系、数轴和运算

定义 3.8（数系） 本导论采用如下数系记号：

N = {0, 1, 2, . . .}, Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .},

Q =

{
p

q
: p, q ∈ Z, q 6= 0

}
, R =实数的集合.

这里约定 0 ∈ N；有些教材从 1 开始，需要以教材的约定为准。记

N≥1 := N \ {0} = {1, 2, 3, . . .}

为正整数集合。Q 中的数可以写成整数的比，不能这样写的实数称为无理数，例如 √2。包
含关系

N ⊆ Z ⊆ Q ⊆ R

表示“每个自然数也是整数，每个整数也是有理数，每个有理数也是实数”，并不表示这些
集合相等。

定义 3.9（有序关系的工作语言） 在实数中，a < b 表示 a 严格小于 b，a ≤ b 表示 a < b 或
a = b。这里的大小关系必须满足基本的可比性和传递性：

任意a, b 可比较, a ≤ b ≤ c =⇒ a ≤ c,

并且加法、乘法与大小相容：若 a ≤ b，则 a+ r ≤ b+ r；若 0 ≤ a、0 ≤ b，则 0 ≤ ab。后文
写 a < b、区间和“有上界”时，默认使用这套序关系。

定义 3.10（上界与最小上界） 设 A ⊆ R。若某个实数 u 满足

a ≤ u (∀a ∈ A),

则称 u 是 A 的一个上界；若 A 至少有一个上界，则称 A 有上界。若 s 是 A 的上界，并且
任何上界 u 都满足 s ≤ u，则 s 称为 A 的最小上界，记作 supA = s。最小上界不一定属于
A：例如

sup(0, 1) = 1, 1 /∈ (0, 1).

“最小”是在所有上界中比较大小，不是说 A 中存在一个最大的元素。
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定义 3.11（实数的工作定义） 在本路线中，R 的正式工作含义是一个可以进行加、减、乘、
除（除数不为零）的数系，运算满足通常的交换、结合、分配和单位元规则，大小关系使用
上面规定的序关系，并且满足完备性：每个非空且有上界的实数集合都有最小上界。这个最
后性质使数轴没有“缺口”；严格构造它需要 Dedekind 分割或 Cauchy 列，本导论不展开构
造。

正式命题 3.12（实数完备性的具体含义） 设 A ⊆ R 非空且有上界。则存在唯一的实数 s，
使

s = supA.

这条性质不是说 A一定有最大元素，而是说所有上界中存在一个最小者。例如 A = (0, 1)没
有最大元素，但其最小上界是 1。

证明. 存在性正是实数完备性的内容。若 s 和 t 都是 A 的最小上界，则 s ≤ t（因为 t 是上界）
且 t ≤ s（因为 s 是上界），所以 s = t，得到唯一性。

正式命题 3.13（有理数轴存在缺口） 令

AQ := {q ∈ Q : q ≥ 0, q2 < 2}.

这个集合在 Q 中非空且有上界，但在 Q 中没有最小上界。

证明. 它非空，因为 0 ∈ AQ；它有上界，例如 2 是上界。若 s ∈ Q 是其最小上界，则不能有
s2 < 2：可取足够小的正有理数 ε，使 (s+ ε)2 < 2，于是 s+ ε ∈ AQ，与 s 是上界矛盾。也不能
有 s2 > 2：可取足够小的正有理数 ε，使 (s− ε)2 > 2；若 q ∈ AQ 且 q > s− ε，则 q ≥ 0 给出
q2 > (s− ε)2 > 2，矛盾。所以 s− ε 也是上界，并且比 s 小，和最小性矛盾。故必须有 s2 = 2，
但这与命题 3.18 矛盾。

这个例子解释“完备性”的必要性：Q 中的数轴在 √2 的位置出现缺口，而 R 把这个缺口
补上。极限、连续性和积分之所以稳定，正是因为工作空间不能在这种位置突然缺数。
复数 C 将在模块二正式定义；它包含 R，但一般不能比较大小，所以不要把“复数更大或

更小”当作有意义的问题。
N

计数数
Z

可有负号
Q

整数之比
R

完整数轴

每个箭头表示“左边的数也可以当
作右边的数” ；反向一般不成立。

图 4. 数系的嵌套关系。
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定义 3.14（整数整除） 对整数 a, b，若存在整数 k 使

b = ak,

就说 a 整除 b，记作 a | b。因此“n | (a− b)”不是一个新的运算，而是在说差 a− b 是 n 的
整数倍。

定义 3.15（偶数与奇数） 整数若能写成 2k 的形式，就称为偶数；若能写成 2k+ 1 的形式，
就称为奇数，其中 k ∈ Z。这两个定义把整数按是否含有一个额外的 1 分成两类。

定义 3.16（素数） 大于 1 且正因数只有 1 和自身的整数称为素数，例如 2, 3, 5, 7。素数是
整数乘法中不能再分解为两个更小正整数乘积的基本因子；这里的“不能再分解”是算术性
质，不是说它没有任何整数因子。

例子 3.17（整除的三个读法）

3 | 12 因为12 = 3 · 4,

2 | (10− 4) 因为10− 4 = 2 · 3,

5 - 12 因为不存在整数k 使12 = 5k.

以后看到 a | b，先把它翻译成“存在一个整数倍数关系”，再进行计算。

正式命题 3.18（√2 不是有理数） 不存在整数 p, q（q 6= 0）使 √2 = p/q。

证明. 反设可以约分到 p, q 互质，并且 p2 = 2q2。于是 p2 为偶数，从而 p 为偶数；写成 p = 2r，
代回得 q2 = 2r2，所以 q 也是偶数。这与 p, q 互质矛盾。这里使用的初等事实是：整数的平方
为偶数，当且仅当整数本身为偶数。

读这个证明。 “反设”表示先假定结论不成立；“约分到互质”是选取一个最简代表；最后得到
矛盾，说明最初假设不能成立。这种“假设 → 推出矛盾 → 否定假设”的结构以后会多次出现。
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3.3 大小、区间、绝对值与开闭端点

定义 3.19（区间） 对实数 a < b，开区间、闭区间和半开区间分别是

(a, b) = {x ∈ R : a < x < b}, [a, b] = {x ∈ R : a ≤ x ≤ b},

[a, b) = {x : a ≤ x < b}, (a, b] = {x : a < x ≤ b}.

圆括号表示端点不包括在内，方括号表示端点包括在内；∞ 不是一个实数，因此无穷远端只
能使用圆括号。

定义 3.20（绝对值） 对实数 x，绝对值定义为

|x| =

x, x ≥ 0,

−x, x < 0,

它表示 x 到数轴原点的距离。更一般地，|x− a| < r 等价于 a− r < x < a+ r。

定义 3.21（有序对） 有序对 (x, y) 记录两个位置不同的分量：第一分量是 x，第二分量是
y。形式上，

(x, y) = (x′, y′) ⇐⇒ x = x′ 且y = y′.

因此即使 X = Y，一般也有 (x, y) 6= (y, x)。这和无序的二元集合 {x, y} 不同：无序集合不
记录先后位置，而有序对记录。

定义 3.22（笛卡尔积） 设 X,Y 是集合。它们的笛卡尔积（也称直积）定义为

X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }.

这里的元素是上一条定义中的有序对：第一坐标来自 X，第二坐标来自 Y。特别地，

R2 = R× R

就是所有平面坐标 (x, y) 的集合；而 X × [0, 1] 记录一个 X 中的点和一个时间参数。

定义 3.23（投影映射） 设 X,Y 是集合。直积上的第一投影和第二投影分别定义为

prX : X × Y → X, prX(x, y) = x, prY : X × Y → Y, prY (x, y) = y.

当 X,Y 按顺序编号时，第一投影也常记作 π1，第二投影记作 π2。投影只保留一个坐标，因
此通常不是单射；若另一因子非空，它们都是满射。
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正式命题 3.24（有序对与笛卡尔积的基本判据） 对任意元素和集合，有

(x, y) = (x′, y′)⇐⇒ x = x′ 且y = y′,

(x, y) ∈ X × Y ⇐⇒ x ∈ X 且y ∈ Y,
X × Y = ∅⇐⇒ X = ∅ 或Y = ∅.

第一条是“坐标逐个相等”，第二条是直积定义的逐项展开，第三条说明只要有一边没有元
素，就没有办法组成有序对。

证明. 第一条是有序对把顺序记录下来的基本性质；第二条直接由直积的定义得到。若 X = ∅
或 Y = ∅，显然没有元素同时来自两者，所以直积为空。反过来，若 X,Y 都非空，取 x ∈ X、
y ∈ Y，则 (x, y) ∈ X × Y，故直积不为空。

说明 3.25（直积不是“相乘”，而是“配对”） 有限集合的记号有时会让人误以为 X × Y 是
数字乘法。它首先是一个集合：每个元素都是一对 (x, y)。只有在 X,Y 有限时，才可以进一
步谈元素个数，并得到

|X × Y | = |X| |Y |.

这条计数公式是因为每个 x ∈ X 都对应一整行配对 {x}× Y，而这些行彼此不重叠；它不是
笛卡尔积的定义。以后看到 X × Y 时，先问“它的元素是什么”，再问“它有多少元素”。

正式命题 3.26（有限直积的计数） 若 X 有 m 个元素、Y 有 n 个元素，则 X × Y 有 mn

个元素。换言之，在有限情形下

|X × Y | = |X| |Y |.

这里的乘法只是在计算有序对的数量；它不改变直积的对象类型。

证明. 对每个 x ∈ X，定义第一坐标固定的行

Rx := {x} × Y = {(x, y) : y ∈ Y }.

从 Y 到 Rx 的对应 y 7→ (x, y) 是双射，所以每一行有 n 个元素。若 x 6= x′，则 Rx ∩ Rx′ = ∅：
否则同一个有序对会同时满足第一坐标为 x 和第一坐标为 x′，与有序对相等判据矛盾。另一方
面，每个 (x, y) ∈ X × Y 恰好属于行 Rx，所以 X × Y 正好由 m 个彼此不交的 n 元行组成，元
素总数为 mn。
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说明 3.27（多重直积与坐标元组） 有限多个集合的直积按同样方式定义：

X1 × · · · ×Xn = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ Xi 对每个i}.

若所有因子相同，写作 Xn = X × · · · × X；这里的上标表示“有 n 个坐标因子”，不是乘
法幂。于是 Rn 的元素是 n-元组，Rn → Rm 的映射把 n 个输入坐标组织成 m 个输出坐标。
这个记号正是高维微积分中 F : Rn → Rm 的集合论基础。

例子 3.28（直积的逐项读法） 若 X = {a, b}、Y = {0, 1, 2}，则

X × Y = {(a, 0), (a, 1), (a, 2), (b, 0), (b, 1), (b, 2)}.

这里 (a, 1) 与 (1, a) 不是同一种写法；后者甚至不属于 X × Y，因为它的第一坐标不在 X

中。

X × Y：所有有序对
第一坐标 x ∈ X
a b

第
二
坐
标

y
∈
Y 0

1

2

(a, 0) (b, 0)

(a, 1) (b, 1)

(a, 2) (b, 2)

两个坐标投影
X

a

b

Y

0

1

2

prX

pr
Y

图 5. 笛卡尔积与坐标投影的有限模型。左侧每一个格子都是一个有序对；高亮的 (a, 1) 经过第一投影得
到 a，经过第二投影得到 1。因此直积首先是“配对后的集合”，而不是数字乘法。

说明 3.29（读图：从直积到坐标） 图 5把定义 投影映射写成了可以逐项检查的有限模型：

prX : X × Y −→ X, (x, y) 7−→ x, prY : X × Y −→ Y, (x, y) 7−→ y.

固定第一坐标 x，得到一行 {x} × Y；固定第二坐标 y，得到一列 X × {y}。在 R2 = R×R
中，这两种固定分别对应竖直坐标线与水平坐标线的集合论原型。这个小图也提供了后面阅
读 f : X → Y 的规则：先辨认输入集合、输出集合，再辨认每个输入被送到哪个输出。

-3 -2 -1 0 1 2 3

(−2, 2)

[−1, 1]

图 6. 开区间不取端点，闭区间取端点；同一条数轴同时表示集合和距离。
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说明 3.30（开集和闭集的第一眼读法） 在数轴上，一个集合 U ⊆ R 是开集，是指它的每个
点周围都能放进一个小开区间而不跑出 U：对每个 x ∈ U，存在 r > 0 使 (x− r, x+ r) ⊆ U。
集合 F 是闭集，是指它的补集 R \ F 是开集。于是 (a, b) 是开集，[a, b] 是闭集；“开”与
“闭”不是“有没有边界”的日常说法，而是两条精确定义。一般拓扑空间中的开集会在模块
三重新正式定义。

3.4 集合符号和逻辑连接词

定义 3.31（集合运算与补集） 交集和并集分别为

A ∩B = {x : x ∈ A 且x ∈ B}, A ∪B = {x : x ∈ A 或x ∈ B}.

差集与补集分别为

A \B = {x : x ∈ A 且x /∈ B}, Ac := X \A (A ⊆ X).

所有这些运算都依赖于一个已经指定的母集合或全集；补集不是“所有不在 A 中的抽象对
象”，而是“在当前全集 X 中但不在 A 中的元素”。

定义 3.32（逻辑连接词与量词） P ⇒ Q 表示“若 P，则 Q”；P ⇔ Q 表示两者互相推出；
¬P、P ∧Q、P ∨Q 分别表示“非 P”、“P 且 Q”和“P 或 Q”。∀ 表示“对所有”，∃ 表示
“存在”，而 ∃! 表示“存在唯一”。:= 表示“定义为”，不是待证明的等式。

说明 3.33（充分、必要、逆命题与逆否命题） 命题 P ⇒ Q 读作“P 是 Q 的充分条件”，也
读作“Q 是 P 的必要条件”。它只规定从 P 到 Q 的方向；把方向反过来的 Q⇒ P 是逆命
题，通常不能自动成立。而

P ⇒ Q ⇐⇒ ¬Q⇒ ¬P

是逆否命题，二者逻辑等价。比如“n 能被 4 整除 ⇒ n 为偶数”是真的，其逆命题“n 为
偶数 ⇒ n 能被 4 整除”是假的；其逆否命题“n 不是偶数 ⇒ n 不能被 4 整除”是真的。只
有同时证明 P ⇒ Q 和 Q⇒ P，才能写 P ⇔ Q。证明中“必要”“充分”“当且仅当”分别
对应不同的方向，不能靠中文语感互换。

正式命题 3.34（集合相等的证明模板） 要证明 A = B，可以证明两次包含：

A ⊆ B 且 B ⊆ A.

并且对任意 A,B ⊆ X，补集 Ac = X \A 满足

(A ∪B)c = Ac ∩Bc, (A ∩B)c = Ac ∪Bc.
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这些等式的证明不是比较图形大小，而是任取 x ∈ X，逐步把“属于左边”翻译成同一个逻
辑命题。

证明. 若 x ∈ (A ∪B)c，则 x /∈ A ∪B，所以 x /∈ A 且 x /∈ B，即 x ∈ Ac ∩Bc；反向推理相同。
第二个 De Morgan 等式同理。双重包含判据直接来自集合相等的逐元素定义。

A B

A ∪B：至少属于一个

A B

A ∩B：同时属于两个

图 7. 并集与交集的 Venn 图直觉：并集扩大“允许范围”，交集缩小到“共同范围”。

例子 3.35（量词顺序为什么重要） “对每个学生，都存在一本他喜欢的书”写作

∀x ∈学生, ∃y ∈书 : x喜欢y.

“存在一本书，所有学生都喜欢它”写作

∃y ∈书, ∀x ∈学生 : x喜欢y.

两句话的量词顺序不同，含义也不同。读极限定义时，∀ε ∃N 的顺序同样不能交换。

3.5 函数、图像和参数：不要把公式当成图形本身
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定义 3.36（函数） 设 X,Y 是集合。一个从 X 到 Y 的映射（或函数）是一个规则

f : X −→ Y

它给每个 x ∈ X 指定唯一的 f(x) ∈ Y。X 称为定义域，Y 称为陪域；因此，一个映射的完
整声明至少包含三项：输入集合 X、输出被允许落入的集合 Y，以及把每个 x ∈ X 送到某
个 f(x) ∈ Y 的规则。箭头左边是定义域，箭头右边是陪域；陪域不是“实际已经用到的输
出”。例如 x2 : R → R 和 x2 : R → [0,∞) 的计算规则相同，但它们是两个不同的映射，因
为陪域不同。两个映射只有在定义域和陪域都相同、且每个输入的输出都相同时，才称为同
一个映射。因此函数不是一个孤立的代数公式：改变定义域、陪域或允许的输入，可能改变
它的性质。

定义 3.37（像集） 设 f : X → Y 是映射。f 的像集定义为

f(X) := {f(x) : x ∈ X} ⊆ Y.

它记录实际至少被一个输入命中的目标。于是总有 f(X) ⊆ Y，并且 f 满射当且仅当 f(X) =

Y；改变陪域而不改变规则，可能改变这个等式是否成立。

定义 3.38（原像） 设 f : X → Y 是映射。若 V ⊆ Y，其 原像定义为

f−1(V ) := {x ∈ X : f(x) ∈ V }.

它是把目标集合向输入端拉回的集合运算；这里的 f−1(V ) 不表示已经存在一个逆函数。

定义 3.39（纤维） 设 f : X → Y 是映射，y ∈ Y。y 在 f 下的 纤维定义为

f−1({y}) = {x ∈ X : f(x) = y}.

纤维可能为空、恰有一个元素，或含有多个元素。只有当 f 是双射时，才可以把同一个符号
f−1 进一步解释为从 Y 到 X 的逆映射；此时

f−1({y}) = {f−1(y)}.
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定义 3.40（函数复合） 若 f : X → Y、g : Y → Z，则可以先用 f 再用 g，得到复合映射

g ◦ f : X −→ Z, (g ◦ f)(x) := g(f(x)).

这里的书写顺序从右向左读：先看 f，再看 g。只有前一个映射的陪域与后一个映射的定义
域接得上，复合才有意义。

定义 3.41（恒等映射） X 上的恒等映射定义为

idX : X −→ X, idX(x) := x.

它什么也不改变；因此对任意 f : X → Y，都有

f ◦ idX = f, idY ◦f = f.

这些等式是后面定义逆映射、同态和群作用时的类型检查工具。

说明 3.42（怎样逐字读懂箭头 f : X → Y） 读 f : X → Y 时，可以把它翻译成一句完整的
话：“允许从 X 中拿任何一个输入；规则 f 必须给它恰好一个输出；这个输出必须属于 Y。”
这句话包含三个不同的检查：

(1) 每个输入都有输出：否则它不是定义在整个 X 上的函数；

(2) 每个输入只有一个输出：这是函数的“单值性”，不是单射性；

(3) 输出落在 Y 中：这是陪域约束，不要求 Y 中每个元素都真的出现。

只有在这三层都成立之后，才有意义再问“是否单射”或“是否满射”。换句话说，“单值”“单
射”“满射”分别是函数存在、禁止输入碰撞、覆盖整个陪域这三个不同问题。这里的术语对
应英文 function/map、injective (one-to-one)、surjective (onto) 和 bijective；英文括号只用
于识别文献，不改变中文定义。
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定义 3.43（函数的集合论图像） 设 X,Y 是集合。一个子集 Γ ⊆ X × Y 恰好是某个从 X

到 Y 的函数的图像，当且仅当它满足两条条件：

(a) 全定义（存在性）：对每个 x ∈ X，至少存在一个 y ∈ Y，使得 (x, y) ∈ Γ；

(b) 单值（唯一性）：对每个 x ∈ X，若 (x, y1) ∈ Γ 且 (x, y2) ∈ Γ，则 y1 = y2。

第一条说每个允许的输入都必须有输出，第二条说同一个输入不能同时被规定两个不同的输
出。两条合在一起就是

∀x ∈ X ∃! y ∈ Y : (x, y) ∈ Γ,

其中 ∃! 读作“存在唯一”。于是可把这个函数写成

fΓ(x) = y ⇐⇒ (x, y) ∈ Γ.

反过来，任意函数 f : X → Y 都确定唯一的集合

Γf = {(x, f(x)) : x ∈ X} ⊆ X × Y.

因此“函数是规则”和“函数是满足全定义、单值条件的有序对集合”是同一个对象的两种
读法：前一种方便计算，后一种方便做集合论证明。

例子 3.44（全定义与单值分别防止什么错误） 取 X = {1, 2}、Y = {a, b, c}。

Γ1 = {(1, a), (2, b)}

满足全定义和单值条件，所以它表示一个函数 X → Y；它的像集是 {a, b}，因而不是满射。

Γ2 = {(1, a)}

不是从 X 到 Y 的函数图像，因为输入 2 没有输出；这是违反全定义。

Γ3 = {(1, a), (1, b), (2, c)}

也不是函数图像，因为同一个输入 1 被送到两个不同输出；这是违反单值。这三个例子要区
分三件事：Γ1 是函数但可能不满射，Γ2 连函数都不是，Γ3 也连函数都不是。只有先确认对
象确实是函数，才有意义继续问它是否单射、满射或双射。
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Γf ⊆ X × Y
输入列 x ∈ X
1 2 3

输
出
行

y
∈
Y a

b

c

Γf = {(1, a), (2, c), (3, c)}

从格点读性质
• 每列恰一点 ⇐⇒ 函数；
• 每行至多一点 ⇐⇒ 单射；
• 每行至少一点 ⇐⇒ 满射；
• 每列、每行都恰一点 ⇐⇒ 双
射。

图 8. 函数图像的格点模型。例中每一列恰有一个格点，所以它确实定义了一个函数；第三行有两个格点，
第二行没有格点，因此该函数不是单射，也不是满射。这把函数、单射、满射、双射统一放回同一个集合
X × Y 中检查。

3.6 单射、满射与双射：无碰撞、无遗漏、逐一匹配
这三个词只描述映射的性质，不是三种新的映射对象。必须先写出完整的 f : X → Y，再讨论
它；只写 f(x) = x2 而不写定义域和陪域，问题通常还没有说完整。

定义 3.45（单射、满射与双射的正式定义） 设 f : X → Y 是一个已经给定的映射。

(1) 若
∀x1, x2 ∈ X, f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2,

则称 f 是单射（injective）。它禁止两个不同输入发生碰撞。

(2) 若
∀y ∈ Y ∃x ∈ X, f(x) = y,

则称 f 是满射（surjective）。它要求陪域中的每一个目标都被命中，等价地要求 f(X) =

Y。

(3) 若 f 同时是单射和满射，则称 f 是双射（bijective）。

这三个定义的量词方向不同：单射比较“任意两个输入”，满射从“任意目标”寻找一个
输入，双射把这两项同时要求。它们都必须相对于同一个定义域 X、同一个陪域 Y 来理解。

28



走向可变黎曼曲面 模块零：数学语言预备工具箱

说明 3.46（单满双的核心判定表） 这是本节唯一需要反复调用的主线。对每个目标 y ∈ Y，
记

Xy := f−1({y}) = {x ∈ X : f(x) = y}.

它表示“哪些输入被送到 y”。从输入端看，函数已经要求每个 x 恰有一个输出；从输出端
看，才继续检查下面三种性质：

性质 正式要求 箭头图像 失败时寻找什么

函数（单值） 每个 x 是否有且只有一个
f(x)

每个输入只有一根箭头
出去

一个输入没有输出，
或分叉到两个输出

单射 每个 Xy 至多有一个元素 不同输入不能撞到同一
目标

找 x1 6= x2 但
f(x1) = f(x2)

满射 每个 Xy 至少有一个元素 陪域中的每个目标都有
箭头射入

找 y ∈ Y 使 Xy = ∅

双射 每个 Xy 恰有一个元素 没有碰撞，也没有遗漏 只要出现碰撞或遗漏
就不是双射

因此，“单值、单射、满射”不是三个近义词：它们依次检查“输入是否有唯一输出”“输出
是否至多一个输入”“陪域目标是否至少有一个输入”。这张表也解释了记忆句：单射消灭碰
撞，满射消灭遗漏，双射同时消灭两种障碍。

说明 3.47（单满双的固定四步检查台） 初学时不要把“单射、满射、双射”当成三个需要
凭感觉记忆的形容词。对一个完整映射 f : X → Y，固定按下面四步走：

检查顺序 正式问题 直观画面 证明或反例的动作

0. 先确认函数 ∀x ∈ X ∃!y ∈ Y, f(x) = y 每个输入恰有一根箭
头出去

检查没有遗漏输入，也没
有一输入分叉

1. 检查单射 f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2 两根箭头不能撞到同
一目标

证明：任取输入对；反例：
找一对碰撞

2. 检查满射 ∀y ∈ Y ∃x ∈ X, f(x) = y 每个目标至少有一根
箭头射入

证明：任取目标解方程；
反例：找一个空目标

3. 检查双射 单射且满射 每个目标恰有一根箭
头射入

同时完成前两项，或构造
双侧逆

第 0 步是“它是不是函数”，不是单射性；第 1 步从两个输入向内比较，第 2 步从一个目标
向外寻找原像。方向不同，量词也不同：

∀x1, x2︸ ︷︷ ︸
任意两输入

对比 ∀y ∃x︸ ︷︷ ︸
任意目标找一个输入

.

这也是为什么证明单射通常从 f(x1) = f(x2) 开始，而证明满射通常从“任取 y ∈ Y”开始。
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双射不是“特别快的函数”，而是同时没有碰撞、没有遗漏。

例子 3.48（把四步检查完整走一遍） 令

f : {1, 2, 3, 4} −→ {a, b, c}, 1 7→ a, 2 7→ b, 3 7→ c, 4 7→ c.

第 0步：四个输入各有且只有一个输出，所以它是函数。第 1步：f(3) = f(4) = c，但 3 6= 4，
所以它不是单射。第 2 步：a, b, c 都被命中，所以它是满射。第 3 步：因为它不是单射，所
以它不是双射。
把它改写成纤维会更清楚：

f−1({a}) = {1}, f−1({b}) = {2}, f−1({c}) = {3, 4}.

三个目标的纤维都非空，所以满射；c 的纤维有两个元素，所以不单射。这里的“纤维”不
是另一种映射，而是从目标 y 回头收集所有满足 f(x) = y 的输入。后面的纤维判据会把这
一读法证明成一般定理。

说明 3.49（公式、图像、定义域和陪域的四层读法） 看到 f(x) = x2 时，至少要问四个问
题：规则是什么（把 x 变成 x2），定义域是什么（允许哪些输入），陪域是什么（输出被声明
放在哪个集合），以及它的集合论图像是什么（哪些有序对被收集起来）。例如

x2 : R→ R 和 x2 : R→ [0,∞)

使用同一条计算规则和同一组有序对，但陪域不同；所以前者不是满射，后者是满射。单射
性则由图像中是否出现“同一输入的不同输出”之外的另一种碰撞来判断：这里 1 与 −1 产
生同一输出，因此两者都不是单射。这个层次区别正是后面讨论商映射、坐标变换和模空间
映射时必须保持的类型意识。

说明 3.50（单、满、双的箭头记号与逻辑位置） 在很多教材中，映射的性质会直接写进箭
头：

X ↪→ Y 表示单射, X ↠ Y 表示满射, X
∼−−→ Y 表示双射.

严格地说，这些记号都是对一个已经给定的函数 f : X → Y 的简写：
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书写 完整翻译 它没有额外声称什么

f : X → Y f 是从 X 到 Y 的函数 不自动单射，也不自动满射
f : X ↪→ Y f : X → Y 且 f 单射 不自动满射；Y 可能还有未命中

元素
f : X ↠ Y f : X → Y 且 f 满射 不自动单射；不同输入可能发生

碰撞
f : X

∼−−→ Y f : X → Y 且 f 双射 才能得到唯一的双侧逆映射
f−1 : Y → X

这里的“单”“满”不是说一个函数有三种不同的输出方式，而是对同一个函数提出的三种不
同问题：从输出端回看，是否至多有一个输入（单射）；是否至少有一个输入（满射）；是否
恰好有一个输入（双射）。因此必须先确认 f 的定义域、陪域和函数规则，再读取箭头上的
性质。特别是 ↪→ 在拓扑学中有时还被作者专门约定为“拓扑嵌入”；在本段集合论语境中，
它只表示单射，拓扑嵌入的连续性和子空间条件要到后文另行加入。

正式命题 3.51（单射与满射在一般集合中彼此独立） 在不附加有限性或等势条件时，单射
性和满射性互不推出：

单射 6=⇒满射, 满射 6=⇒单射.

例如
s : N→ N, s(n) = n+ 1

是单射但不是满射，因为 0 没有原像；而

q : N→ N, q(n) = bn/2c

是满射但不是单射，因为 q(0) = q(1) = 0。因此“单”和“满”是两个独立的布尔性质，而
“双射”正是它们同时成立：

双射 =单射 ∧ 满射.

只有在额外知道 X,Y 是有限且 |X| = |Y | 时，才可以用后文的有限计数定理把单射和满射
互相推出。

证明. 对 s，若 s(n) = s(m)，则 n+ 1 = m+ 1，从而 n = m，故 s 单射；但 s(n) ≥ 1，所以 0

不在像集中，故不满射。对 q，任给 k ∈ N，取 n = 2k，则 q(n) = b2k/2c = k，故 q 满射；另一
方面 q(0) = q(1) = 0 且 0 6= 1，故 q 不单射。

例子 3.52（同一个箭头为什么必须写全） 考虑同一条规则 r(x) = x2。下面三行不是“同一
个映射的三种叫法”，而是三个定义域或陪域不同的映射：

R r−−→ R, R r−−→ [0,∞), [0,∞)
r−−→ [0,∞).
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第一行既不单射也不满射；第二行满射但不单射；第三行是双射。变化的不是计算公式，而
是“允许哪些输入”和“把哪些目标宣告为陪域”。所以在后文看到 f : X → Y、f : X ↪→ Y

或 f : X
∼−→ Y 时，箭头左右的集合和箭头本身必须一起阅读。

正式命题 3.53（单射、满射与双射的纤维判据） 设 f : X → Y 是映射。对每个 y ∈ Y，记
纤维

Xy := f−1({y}) = {x ∈ X : f(x) = y}.

则
f 是单射 ⇐⇒ Xy 至多含有一个元素 (∀y ∈ Y ),

f 是满射 ⇐⇒ Xy 至少含有一个元素 (∀y ∈ Y ),

f 是双射 ⇐⇒ Xy 恰好含有一个元素 (∀y ∈ Y ).

这里暂时不用集合基数记号，只数“没有、一个、还是多个”；后文正式定义基数后，这三行
也可简写为 |Xy| ≤ 1、|Xy| ≥ 1 和 |Xy| = 1。空纤维正是陪域中没有被命中的点。

证明. 若 f 单射，某个纤维中若有 x1, x2，则 f(x1) = f(x2) = y，从而 x1 = x2，故每个纤维至
多一个元素。反过来，若每个纤维至多一个元素，由 f(x1) = f(x2) = y 可知 x1, x2 ∈ Xy，所以
x1 = x2。满射的定义正是每个 y ∈ Y 至少有一个原像，即每个纤维非空。双射同时满足前两项，
于是每个纤维恰含一个元素；反向也同理。

说明 3.54（单满双的统一读法） 纤维语言把三种性质压缩成一条数量链：空纤维对应陪域
遗漏，含有两个不同元素的纤维对应输入碰撞；因此单射要求“没有多于一个”，满射要求
“没有空的”，双射要求“每个恰好一个”。正式的等价证明见纤维的单满双判据。若集合还带
有拓扑、光滑或复结构，单满双只描述底层集合，还必须另行检查连续、光滑或全纯等条件。

定义 3.55（逆映射）设 f : X → Y 是双射。对每个 y ∈ Y，由于满射性至少存在一个 x ∈ X
使 f(x) = y，由于单射性这样的 x 至多有一个；因此可以定义 逆映射

f−1 : Y −→ X, f−1(y) :=满足f(x) = y 的唯一x.

这里的 f−1 是一个新的映射，定义域与陪域都与 f 交换；它不是原像运算 V 7→ f−1(V ) 的
缩写。由定义，

f−1 ◦ f = idX , f ◦ f−1 = idY .

说明 3.56（函数、单射、满射与双射的四层量词链）量词的方向是最可靠的记忆工具：函数是
“∀x ∈ X ∃!y ∈ Y”；单射是“任意两个输入若输出相同，则输入相同”；满射是“∀y ∈ Y ∃x ∈ X”；
双射是后两者同时成立。单值性发生在输入端，单射性和满射性发生在输出端，不能把三个
“每个”混读。

32



走向可变黎曼曲面 模块零：数学语言预备工具箱

正式命题 3.57（像集、纤维与陪域缺口的对应） 设 f : X → Y 是映射，并对 y ∈ Y 记纤
维为 Xy = f−1({y})。则

f(X) = {y ∈ Y : Xy 6= ∅}, Y \ f(X) = {y ∈ Y : Xy = ∅}.

更一般地，对任意 V ⊆ Y，
f−1(V ) =

⋃
y∈V

Xy.

因此：满射性是在问“有没有空纤维”；单射性是在问“有没有含两个不同元素的纤维”；双
射性是在问“每个纤维是否恰好含一个元素”。

证明. 对任意 y ∈ Y，有

y ∈ f(X)⇐⇒ ∃x ∈ X, f(x) = y ⇐⇒ Xy 6= ∅.

对两边取 Y 中的补集，得到第二个等式。再对任意 x ∈ X 计算：

x ∈ f−1(V )⇐⇒ f(x) ∈ V ⇐⇒ x ∈ Xf(x) 且f(x) ∈ V ⇐⇒ x ∈
⋃
y∈V

Xy.

这说明原像集合确实是把 V 中每个目标的纤维全部收集起来。

正式命题 3.58（单满双的集合运算判据） 设 f : X → Y 是映射。对任意 A ⊆ X 和 B ⊆ Y，
总有

A ⊆ f−1(f(A)), f(f−1(B)) ⊆ B.

其中两条包含关系的差异分别来自“可能发生碰撞”和“可能存在遗漏”。更精确地，

f 单射 ⇐⇒ f−1(f(A)) = A (∀A ⊆ X),

f 满射 ⇐⇒ f(f−1(B)) = B (∀B ⊆ Y ),

f 双射 ⇐⇒ 上面两类等式都对所有子集成立.

因此，单射可以理解为“先取像再取原像不会把不同输入混在一起”，满射可以理解为“先
取原像再取像不会让陪域中的目标凭空消失”。

证明. 若 x ∈ A，则 f(x) ∈ f(A)，所以 x ∈ f−1(f(A))，得到第一条包含关系。若 y ∈ f(f−1(B))，
则存在 x ∈ X，使 x ∈ f−1(B) 且 f(x) = y；由原像定义 f(x) ∈ B，故 y ∈ B，得到第二条包含
关系。
若 f 单射，取 x ∈ f−1(f(A))，则存在 a ∈ A 使 f(x) = f(a)；单射性给出 x = a，故

x ∈ A，于是第一条包含关系成为等式。反之，若对所有 A 都有 f−1(f(A)) = A，取 A = {x1}。
若 f(x1) = f(x2)，则 x2 ∈ f−1(f({x1})) = {x1}，所以 x2 = x1，故 f 单射。
若 f 满射，取 y ∈ B。存在 x ∈ X 使 f(x) = y，于是 x ∈ f−1(B)，从而 y ∈ f(f−1(B))；

结合第二条包含关系得到等式。反之，若对所有 B 都有 f(f−1(B)) = B，取 B = {y}。等式说
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明 y ∈ f(f−1({y}))，故存在 x ∈ X 使 f(x) = y，于是 f 满射。双射的结论就是把单射和满射
两项合并。

说明 3.59（为什么保留两个不同的判据） 前面的纤维的单满双判据回答的是“单射、满射、
双射分别等价于什么”；本命题回答的是“像集和原像集合由哪些纤维组成”。二者不重复：
前者是检验映射类型的三条门槛，后者是计算像集、原像和陪域中遗漏部分的集合公式。在
后面的商映射、投影和解析族中，常常先算纤维，再用这两个不同层次的结论判断性质。

说明 3.60（“单值”与“单射”不是同一件事） “单值”是函数图像的基本要求：一个输入
只能有一个输出，否则它甚至还不是函数。例如

{(1, a), (2, a)} 是函数图像， {(1, a), (1, b)} 不是函数图像（若a 6= b）。

但前一个函数不是单射，因为两个不同输入 1, 2 碰撞到了同一个输出 a。因此要按两个不同
层次阅读：

问题 检查方向 失败时的现象
它是不是函数？ 一个输入向外看 一个输入没有输出，或有两个输出
它是不是单射？ 两个输入向内比较 两个不同输入得到同一输出
它是不是满射？ 一个陪域元素向内寻找 某个目标没有任何原像

在实平面图像中，第一问对应“竖直线不能穿过两个点”（竖线检验）；第二问对应“水平线
不能穿过两个点”（水平线检验）。水平线检验只适用于已经给定为实函数图像的情形，不能
取代一般集合上的量词定义。

说明 3.61（三种性质的否定：证明和反例各需要什么） 把定义中的量词完整地翻转，可以
得到三种性质的否定：

f 不是单射 ⇐⇒ ∃x1, x2 ∈ X, x1 6= x2 且 f(x1) = f(x2),

f 不是满射 ⇐⇒ ∃y ∈ Y, ∀x ∈ X, f(x) 6= y,

f 不是双射 ⇐⇒ (f 不是单射) 或 (f 不是满射).

所以证明单射时，必须从“任意一对输入发生同一输出”推出输入相等；证明满射时，必须
从“任意目标输出”反解出一个合法输入。反例的工作量恰好相反：单射只需找到一对碰撞
输入，满射只需找到一个没有原像的陪域元素。这里的“任意”和“存在一个”是逻辑上的
不同，不是写作风格上的不同。
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例子 3.62（三种性质的最小模型） 令 X = {1, 2, 3}、Y = {a, b, c, d}。

映射（含定义域/陪域） 像集 性质
f1 : {1, 2, 3} → {a, b, c, d}, 1 7→ a, 2 7→ b, 3 7→ c {a, b, c} 单射但不满射
f2 : {1, 2, 3} → {a, b, c, d}, 1 7→ a, 2 7→ a, 3 7→ b {a, b} 既不单射也不满射

f3 : {1, 2, 3, 4} → {a, b, c}, 1 7→ a, 2 7→ b, 3 7→ c, 4 7→ c {a, b, c} 满射但不单射

最后一行使用的定义域是 {1, 2, 3, 4}，而陪域是 {a, b, c}，故它展示的是“有碰撞但没有遗
漏”；若把同一条规则的陪域改成 {a, b, c, d}，它立刻不再满射。这个例子说明：判断满射时，
不能只看公式和像的“形状”，必须把声明中的陪域写在眼前。

例子 3.63（同一条公式怎样产生不同的映射类型） 下面每一行都是不同的映射，因为定义
域或陪域的声明不同：

映射 单射 满射 理由
x2 : R→ R 否 否 1,−1 碰撞；负数没有原像

x2 : R→ [0,∞) 否 是 y ≥ 0 时可取x =
√
y; 仍有碰撞

x2 : [0,∞)→ [0,∞) 是 是 y ≥ 0 时唯一取x =
√
y

sin : R→ [−1, 1] 否 是 sin 0 = sin(2π); 每个y ∈ [−1, 1] 有原像

第三行是双射，逆映射为 y 7→ √y。第四行虽然满射，却不是单射；“周期性”给出了无穷多
组碰撞。这个表格体现一个重要原则：公式本身不携带完整的映射类型；映射类型属于“公
式加定义域、陪域”的整体。

定义 3.64（有限集合）集合 X 称为有限集合，是指存在某个 n ∈ N，使 X 与 {0, 1, . . . , n−1}
之间存在双射。这里先定义“有限”这一性质；用来表示元素个数的基数记号在下一条定义
中固定。

定义 3.65（基数） 若有限集合 X 与 {0, 1, . . . , n− 1} 之间存在双射，则这个唯一的 n 记为
|X| = n，称为 X 的基数。空集的基数是 |∅| = 0。两个有限集合满足 |X| = |Y |，当且仅当
它们之间存在双射；这把“数目相同”转成了一个关于映射性质的正式结论。

正式命题 3.66（有限集合的基数障碍） 设 X,Y 是有限集合，f : X → Y。

(a) 若 f 是单射，则 |X| ≤ |Y |；

(b) 若 f 是满射，则 |Y | ≤ |X|；

(c) 因而若 |X| > |Y |，不存在从 X 到 Y 的单射；若 |X| < |Y |，不存在从 X 到 Y 的满射。
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这里的“障碍”不是凭直觉数箭头，而是把单射的“无碰撞”或满射的“无遗漏”与有限计
数结合起来的正式结论。

证明. 单射把 X 中的不同元素送到 Y 中的不同元素，故像集有 |X| 个元素，而像集包含于 Y，
得到 |X| ≤ |Y |。满射意味着 Y = f(X)，每个目标都至少由一个输入覆盖，因此目标元素的数
量不超过输入元素数量，得到 |Y | ≤ |X|。第三条是前两条的逆否命题。

说明 3.67（单满双的检查顺序与反例模板） 面对一个具体函数，三个性质对应三种不同的
检查动作：

性质 证明时要做什么 否定它只需找到什么

单射 任取 x1, x2 ∈ X，从 f(x1) = f(x2)

推出 x1 = x2

一对不同输入 x1 6= x2 却有同一
输出

满射 任取 y ∈ Y，解方程 f(x) = y，并
证明解 x 在 X 中

一个陪域元素 y ∈ Y 根本没有原
像

双射 同时完成前两项，或直接写出双向
逆映射

碰撞或遗漏任意一种即可

这里“任取”与“找一个”不能交换：证明单射和满射时分别面对任意的输入对、任意的目
标输出；构造反例时只需提供一个具体见证。特别要再次强调，满射永远是相对于陪域 Y 而
不是相对于公式本身讨论的。

说明 3.68（空集边界不能省略） 若 X = ∅，从 X 到任意 Y 的映射只有一个，而且它自动
是单射；它只有在 Y = ∅ 时才是满射。若 Y = ∅，只有当 X = ∅ 时才存在映射 X → Y。
因此许多“投影”“常值映射”的简洁结论都会额外假设相关集合非空；这不是技术性装饰，
而是量词在空集上的真实行为。

正式命题 3.69（每个映射都分解为“到像集的满射”再“包含进陪域”） 设 f : X → Y，令
I = f(X)。定义

f̃ : X −→ I, f̃(x) = f(x), ι : I ↪→ Y, ι(u) = u.

则
f = ι ◦ f̃ ,
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f̃ 总是满射，ι 总是单射。此外，

f 的性质 等价描述
单射 f̃ 是双射
满射 I = Y，也就是ι 也是满射
双射 f̃ 与ι 都是双射

这不是把一个映射换成另一个映射，而是把“实际覆盖了哪些目标”和“陪域还允许哪些目
标”分开记录。

证明. 由 I = f(X) 的定义，f̃(x) 的值确实属于 I，且每个 u ∈ I 都有某个 x ∈ X 使 f̃(x) = u，
所以 f̃ 满射。ι 是子集包含映射，因而单射。对任意 x ∈ X，(ι ◦ f̃)(x) = ι(f(x)) = f(x)，故分
解成立。f̃ 单射正是 f 单射；它已知满射，所以前者双射当且仅当 f 单射。最后，ι 满射当且仅
当 I = Y，而这正是 f 满射的定义。

例子 3.70（“碰撞”和“遗漏”在分解中分别在哪里） 考虑

f : R −→ R, f(x) = x2.

它的像集是 I = [0,∞)，所以分解为

R f̃−−→ [0,∞) ↪
ι−→ R.

第一步 f̃ 是满射但不是单射：1 和 −1 发生碰撞；第二步 ι 是单射但不是满射：负数被陪域
允许，却没有被命中。于是原映射同时出现“碰撞”和“遗漏”。这个例子把单射问题放在第
一步、满射问题放在第二步，正是判定单满双时最有用的结构图。

正式命题 3.71（有限集合中的三者等价） 设 X,Y 是有限集合，且 |X| = |Y |。对任意映射
f : X → Y，下列条件等价：

f 单射 ⇐⇒ f 满射 ⇐⇒ f 双射.

这里的前提 |X| = |Y | 不可省略；它是有限计数原理的结果，不适用于一般无限集合。例如
N→ N, n 7→ n+ 1 是单射却不是满射，因为 0 没有原像；N→ N, n 7→ bn/2c 是满射却不
是单射。

证明. 有限集合中，若单射，则不同输入产生 |X| 个不同输出；由于 Y 只有同样多的 |Y | = |X|
个元素，这些输出必然正好用完 Y，故满射。若满射，则 Y 的每个元素都有原像；若有两个不
同输入落到同一输出，就会使不同输入的数量超过可用目标的数量，故必须单射。双射按定义等
价于两者同时成立。
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单射但不满射
x1

x2

x3

y1

y2

y3

y4

无碰撞；y3 未被命中

满射但不单射
x1

x2

x3

x4

y1

y2

y3

无遗漏；x1, x2 发生碰撞

双射
x1

x2

x3

y1

y2

y3

无碰撞，也无遗漏

图 9. 单射、满射与双射的具体箭头图：先看是否碰撞，再看陪域是否有遗漏。

正式命题 3.72（双射恰好具有逆映射） 映射 f : X → Y 是双射，当且仅当存在唯一映射
f−1 : Y → X，满足

f−1 ◦ f = idX , f ◦ f−1 = idY .

证明. 若 f 是双射，则对每个 y ∈ Y，存在唯一 x ∈ X 使 f(x) = y；定义 f−1(y) = x，两条复
合等式立即成立。反之，若这样的 f−1 存在，则 f(x1) = f(x2) 时对两边作用 f−1 得 x1 = x2，
所以 f 单射；对任意 y ∈ Y，取 x = f−1(y)，则 f(x) = y，所以 f 满射。最后说明唯一性：若
k : Y → X 也满足 k ◦ f = idX 和 f ◦ k = idY，则对任意 y ∈ Y，

k(y) = k
(
f(f−1(y))

)
= (k ◦ f)(f−1(y)) = f−1(y).

故 k = f−1。

说明 3.73（三种情形下“逆”的含义不同） “求逆”容易把三个不同问题混在一起。若 f

是单射但不满射，f−1 可以作为
f(X) −→ X

的函数，但通常不能写成 Y → X，因为 Y \ f(X) 中的目标没有原像。若 f 是满射但不单
射，每个 y ∈ Y 至少有一个原像，但某些 y 有多个原像，所以不存在由 y 唯一决定的逆函
数；只有在额外给出“为每个 y 选择一个原像”的规则时，才能得到一个右逆，而这个选择
一般不是唯一的，也不是双射意义下的逆。若 f 既不单射也不满射，这两种障碍同时存在。
因此，符号 f−1({y}) 总是可以表示纤维，而把 f−1(y) 当作一个确定的逆函数值，则必须先
证明 f 双射。

正式命题 3.74（复合映射对单满双性质的传递） 设 f : X → Y、g : Y → Z。则：

(a) 若 f 和 g 都是单射，则 g ◦ f 是单射；

(b) 若 f 和 g 都是满射，则 g ◦ f 是满射；

(c) 若 g ◦ f 是单射，则 f 是单射；

(d) 若 g ◦ f 是满射，则 g 是满射；
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(e) 若 f 和 g 都是双射，则 g ◦ f 是双射，且

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1.

其余把单射性或满射性反向推回 g 或 f 的方向一般不成立：复合可能掩盖中间映射的遗漏
或碰撞。

证明. 若 g(f(x1)) = g(f(x2))，先由 g 单射得 f(x1) = f(x2)，再由 f 单射得 x1 = x2，证明 (a)。
若 z ∈ Z，由 g 满射取 y ∈ Y 使 g(y) = z，再由 f 满射取 x ∈ X 使 f(x) = y，故 g(f(x)) = z，
证明 (b)。若 f(x1) = f(x2)，则复合的单射性给出 x1 = x2，证明 (c)。若 z ∈ Z，复合满射性
给出某个 x ∈ X 使 g(f(x)) = z，令 y = f(x)，便有 g(y) = z，证明 (d)。若 f, g 都是双射，则
(a)、(b) 同时成立，所以复合是双射；直接计算

(f−1 ◦ g−1) ◦ (g ◦ f) = idX , (g ◦ f) ◦ (f−1 ◦ g−1) = idZ ,

故由双射逆映射判据得到所写的逆公式。

正式命题 3.75（复合的精确像、单射与满射判据） 设 f : X → Y、g : Y → Z。则

(g ◦ f)(X) = g(f(X)),

并且

g ◦ f 满射⇐⇒ g(f(X)) = Z,

g ◦ f 单射⇐⇒


f 单射，且
u1, u2 ∈ f(X), g(u1) = g(u2)⇒ u1 = u2.

因此，g ◦ f 满射只要求 g 覆盖 Z 所需的那一部分中间值；g 在 Y \ f(X) 上如何取值并不
影响复合的满射性。类似地，判断复合的单射性时，只需检查 g 在实际中间像集 f(X) 上是
否制造碰撞。

证明. 对像集，按定义有

z ∈ (g ◦ f)(X)⇐⇒ ∃x ∈ X, z = g(f(x))⇐⇒ z ∈ g(f(X)).

第一条等价式随即由满射的定义得到。若 g ◦ f 单射，先令 f(x1) = f(x2)，便得到 g(f(x1)) =

g(f(x2))，从而 x1 = x2，故 f 单射；若 ui = f(xi) ∈ f(X) 且 g(u1) = g(u2)，则复合的单射
性给出 x1 = x2，所以 u1 = u2。反过来，若这两项成立且 g(f(x1)) = g(f(x2))，先由第二项得
f(x1) = f(x2)，再由 f 单射得 x1 = x2。

例子 3.76（为什么其余方向不能补上） “f 单射所以 g ◦ f 单射”是错的：取 X = {1, 2}、
Y = {a, b}，令 f(1) = a, f(2) = b，再令 g(a) = g(b) = 0，则 f 单射而 g ◦ f 把两个输入都送
到 0。同样，“g 满射所以 g◦f 满射”也不对：取 Y = {a, b}、Z = {0, 1}，令 g(a) = 0, g(b) = 1，
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但令 f : X → Y 的像只包含 a，则复合只命中 0。这两个反例分别说明：单射性可能被后一
个映射制造的碰撞破坏，满射性可能因为前一个映射没有把中间点全部送到而失效。

定义 3.77（左逆） 设 f : X → Y 是映射。若存在映射 r : Y → X，使

r ◦ f = idX ,

则称 r 是 f 的左逆；它表示先用 f 送出，再用 r 可以恢复原输入。

定义 3.78（右逆） 设 f : X → Y 是映射。若存在映射 s : Y → X，使

f ◦ s = idY ,

则称 s 是 f 的右逆；它表示陪域中的每个目标都能由 s 选出一个原像。

说明 3.79（左逆与右逆的命名） 左逆和右逆的名称取决于它们出现在复合式的哪一侧，不
是说它们本身一定是双射。

正式命题 3.80（单射与满射的单侧逆判据） 若 f : X → Y 有左逆，则 f 是单射；若 f 有
右逆，则 f 是满射。若 f 是双射，则其左逆和右逆都等于唯一的逆映射 f−1。

证明. 若 r ◦ f = idX，且 f(x1) = f(x2)，则

x1 = r(f(x1)) = r(f(x2)) = x2,

所以 f 单射。若 f ◦ s = idY，对任意 y ∈ Y 有 y = f(s(y))，所以 f 满射。最后，若 f 双射，前
面的逆映射命题给出唯一 f−1，任何左逆或右逆都必须与它相同。

正式命题 3.81（单射与满射的消去判据） 设 f : X → Y 是映射。下列两个充要条件分别成
立：

f 单射⇐⇒
[
对任意集合Z 及任意u, v : Z → X, f ◦ u = f ◦ v =⇒ u = v

]
,

f 满射⇐⇒
[
对任意集合Z 及任意u, v : Y → Z, u ◦ f = v ◦ f =⇒ u = v

]
.

第一条说：若 f 单射，把两个映射先送进 f 后仍然相同，则它们原来就相同；第二条说：若
f 满射，两个定义在 Y 上的映射只要在 f 的像上相同，就必然在整个 Y 上相同。它们是单
满双判据在“比较映射”层面的版本。

证明. 若 f 单射，且 f ◦ u = f ◦ v，则对每个 z ∈ Z，

f(u(z)) = (f ◦ u)(z) = (f ◦ v)(z) = f(v(z)),
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由单射性得到 u(z) = v(z)，故 u = v。反之，若对所有 Z, u, v 都有该消去性质，取 Z = {∗}，令
u(∗) = x1、v(∗) = x2。当 f(x1) = f(x2) 时，有 f ◦ u = f ◦ v，于是 u = v，从而 x1 = x2，故 f

单射。
若 f 满射，且 u ◦ f = v ◦ f，任取 y ∈ Y，由满射性取 x ∈ X 使 f(x) = y，则

u(y) = u(f(x)) = (u ◦ f)(x) = (v ◦ f)(x) = v(f(x)) = v(y),

故 u = v。反之，若该消去性质成立，取 Z = {0, 1}，并假设某个 y0 ∈ Y 没有原像。定义

u(y) = 0 (∀y ∈ Y ), v(y) =

1, y = y0,

0, y 6= y0.

由于 f(x) 6= y0 对所有 x ∈ X 成立，有 u ◦ f = v ◦ f；消去性质却给出 u = v，与 u(y0) = 0 6=
1 = v(y0) 矛盾。因此不存在这样的 y0，f 满射。

说明 3.82（把单满双放在一张“性质卡片”上） 对 f : X → Y，可以按下面的顺序读懂所
有常用说法：

说法 形式要求 直观问题

函数 ∀x ∈ X ∃!y ∈ Y 使 f(x) = y 每个输入是否恰好得到一个输出？
单射 f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2 不同输入会不会碰撞？
满射 ∀y ∈ Y ∃x ∈ X : f(x) = y 陪域中是否有遗漏？
双射 单射且满射 每个目标是否恰好对应一个输入？
有左逆 r ◦ f = idX 能否从 f(x) 恢复原输入？
有右逆 f ◦ s = idY 能否为每个目标选出一个原像？
同构 双射并保持所指定结构 结构是否完全可逆地对应？

最后一行不是集合论中的新性质：必须先说明是在群、环、模、拓扑空间、光滑流形还是黎
曼曲面的类别中讨论；例如群同构还要保持乘法，拓扑同胚还要要求逆映射连续，双全纯映
射还要要求正向与逆向都全纯。故“单满双”回答的是底层集合的对应方式，而“同构”回
答的是带结构的对象是否完全对应。

说明 3.83（左逆、右逆与单满双的另一种语言） 若存在 r : Y → X 使 r ◦ f = idX，则 f

必为单射：对 f(x1) = f(x2) 两边作用 r 即得 x1 = x2。若存在 s : Y → X 使 f ◦ s = idY，
则 f 必为满射：任意 y ∈ Y 都是 f(s(y))。当 f 是双射时，左逆和右逆合并为同一个唯一逆
映射；但在一般集合中，单射或满射是否能选出某种单侧逆，还涉及空集和选择代表的问题，
所以初学时不要把“单射就自动有逆函数”当成定义。
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推论 3.84（把陪域缩到像集） 任意映射 f : X → Y 都可以唯一地看成满射

f : X −→ f(X).

在这个新陪域下，它是双射，当且仅当原来的 f 是单射。若 f 原本是单射，逆映射的正确
形式是 f−1 : f(X)→ X，而不是在尚未证明满射时写成 Y → X。

证明. 按像集的定义，每个 f(x) 都属于 f(X)，所以新映射确实存在；且每个 y ∈ f(X) 都有某
个 x ∈ X 满足 f(x) = y，故它满射。结合单射定义，它双射当且仅当 f 单射。

例子 3.85（五种基本映射的类型卡片） 下面的例子把“单射检查输入端、满射检查陪域端”
的原则具体化。每一行都必须先写出定义域和陪域；只写公式而不写箭头，无法完整判断映
射类型。

映射 定义 单射性 满射性

恒等映射 idX : X → X x 7→ x 总是单射 总是满射，因而
总是双射

包含映射 ι : A ↪→ X a 7→ a，其中 A ⊆ X 总是单射 当且仅当 A =

X

常值映射 c : X → Y x 7→ y0，固定 y0 ∈ Y 当且仅当 X 至多一
个元素

当且仅当 X 6=
∅且 Y = {y0}

直积投影 πX : X×Y →
X

(x, y) 7→ x 若 X,Y 非空，当且
仅当 Y 只有一个元
素

若 Y 非空，总
是满射

商映射 q : X → X/∼ x 7→ [x]∼ 当且仅当每个等价
类只有一个元素

总是满射

这里商映射的满射性不是一个额外定理：商集 X/∼ 的元素本来就被定义为某些等价类
[x]∼，所以每个商集元素都有代表元 x。相反，它通常不是单射，因为同一个等价类中的不
同代表元会被压到同一点。这正是“取商”在集合层面丢弃代表元差异的最简模型。
直积投影则展示了另一个方向：当 Y 非空时，给定 x ∈ X，任选一个 y0 ∈ Y 就有

πX(x, y0) = x，因此它满射；若 Y 有两个不同元素 y1 6= y2，则 (x, y1) 6= (x, y2) 却有相同
像 x，因此它不是单射。若不假设非空，必须回到量词定义处理边界：例如 ∅→ ∅ 是双射，
而当 X 6= ∅、Y = ∅ 时，投影的定义域为空，它仍是单射却不是满射。不要把“投影通常
满射”误读成没有条件的定理。
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说明 3.86（一个可重复使用的判定流程） 对任何新出现的 f : X → Y，可以固定使用下面
四步：

1. 先确认它确实是函数：每个 x ∈ X 有且只有一个输出；

2. 判单射：设 f(x1) = f(x2)，看能否推出 x1 = x2；

3. 判满射：任取 y ∈ Y，解 f(x) = y，并检查所得 x 确实属于 X；

4. 两项都成立才称双射；这时才可以把 f−1 : Y → X 当作逆映射。

这个流程也解释了为什么后文会反复出现“定义域、陪域、像集和纤维”：它们分别回
答输入从哪里来、目标允许在哪里、实际覆盖了什么、一个目标有多少个原像。若把其中任
何一个省略，单射、满射或双射的判断就可能改变。

例子 3.87（同一公式可以有不同的单满双性质）

f : R→ R, f(x) = x2

既不是单射也不是满射：f(1) = f(−1)，而负实数不在像集中；

g : R→ [0,∞), g(x) = x2

是满射但不是单射；而
h : R→ R, h(x) = x3

是双射。f 与 g 的公式相同，但陪域不同，所以满射性不同。

定义 3.88（函数图像） 当 X ⊆ R 时，函数 f : X → Y 的图像是平面中的点集

Γf = {(x, f(x)) : x ∈ X} ⊆ R2.

公式、函数和图像是三个不同对象：公式是写规则的一种方式，函数还包括定义域和陪域，
图像是把函数画在坐标平面后的点集。

定义 3.89（参数曲线） 参数曲线是由一个参数空间和一个映射给出的曲线描述。最基本的
情形是

γ : I −→ R2, γ(t) = (x(t), y(t)),

其中 I ⊆ R 是参数区间。参数 t 同时决定平面点的两个坐标；因此参数曲线常常不是纵坐
标函数的图像，例如圆周可以写成 γ(t) = (cos t, sin t)。

3.7 数列和极限：无限过程的精确说法
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x

y

y = x2

(1, f(1)) = (1, 1)

图 10. 函数图像只画出满足 y = f(x) 的点；它不是函数规则的全部替代品。

定义 3.90（数列） 数列是按正整数编号的一串数，写作

(an)n≥1 = a1, a2, a3, . . . .

也可以把它看成一个函数 a : N≥1 → R，其中 a(n) = an。下标表示输入编号，不表示乘法。

定义 3.91（数列极限） 对数列 (an)，写 an → L 或 limn→∞ an = L，正式意思是：对每个
ε > 0，都存在正整数 N，使得只要 n ≥ N，就有

|an − L| < ε.

ε 是预先给定的任意小误差，N 可以依赖于 ε，但不能依赖于后来选择的 n。符号 n → ∞
不是说“到达一个叫无穷大的数”，而是说编号可以大到超过任何预先给定的界。

n

an

L+ ε

L− εLε

只要 n 足够大，所有点都落进
L 周围的误差带。

图 11. 极限的图像直觉：不是最后一个点等于 L，而是后面的所有点都能被压进任意窄的带状区域。

正式命题 3.92（一个最基本的极限）

lim
n→∞

1

n
= 0.

证明. 给定 ε > 0，取正整数 N > 1/ε。当 n ≥ N 时，0 < 1/n ≤ 1/N < ε，所以 |1/n− 0| < ε。
这正是定义中 ∀ε ∃N 的要求。
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定义 3.93（函数极限） 设 f 至少在 a 的某个去心邻域有定义。limx→a f(x) = L 表示对每
个 ε > 0，存在 δ > 0，使

0 < |x− a| < δ =⇒ |f(x)− L| < ε.

这里 x 不必等于 a，所以函数在 a 处的值和趋近 a 时的极限是两个不同问题。

x

δ

输入端：a− δ < x < a+ δ

a
f

y

ε

输出端：L− ε < f(x) < L+ ε

L

图 12. ε-δ 的几何读法：先给定输出端的误差带，再寻找输入端足够小的邻域，使函数把它送进误差带。

3.7.1 极限的纪律：唯一性、夹逼、运算与连续性
前面的定义说明了“趋近”是什么意思，但还没有说明极限为什么可以被计算。下面四组结果是
初学者最常用、也最容易被一句“显然”掩盖的逻辑接口。它们都建立在同一个量词结构上；因
此后文把它们当作正式工具使用时，会明确标出假设，而不把图形直觉当作证明。

正式命题 3.94（极限的唯一性） 若实数数列 (an) 同时满足 an → L 和 an →M，则

L =M.

也就是说，在固定的距离 d(x, y) = |x− y| 下，一个数列不能有两个不同的极限。

证明. 反设 L 6=M，取 ε = |L−M |/3 > 0。由 an → L，存在 N1，使 n ≥ N1 时 |an − L| < ε；
由 an →M，存在 N2，使 n ≥ N2 时 |an −M | < ε。当 n ≥ max{N1, N2} 时，三角不等式给出

|L−M | ≤ |L− an|+ |an −M | < 2ε =
2

3
|L−M |,

矛盾。因此 L =M。

正式命题 3.95（收敛数列一定有界） 若 an → L，则存在常数 C > 0，使对所有 n 都有

|an| ≤ C.

这里“有界”只表示所有项落在某个固定区间 [−C,C] 内，并不表示数列已经收敛到某个特
定值。

证明. 取 ε = 1，并把相应的 N 增大到至少 2。当 n ≥ N 时，

|an| ≤ |an − L|+ |L| < |L|+ 1.

前 N − 1 项只有有限多个，令

C = max{|a1|, . . . , |aN−1|, |L|+ 1}.
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则尾部和有限个初始项都被同一个 C 控制，故结论成立。

正式定理 3.96（夹逼定理） 设三个实数数列满足：存在 N0，使得当 n ≥ N0 时

an ≤ bn ≤ cn,

并且 an → L、cn → L。那么
bn → L.

“最终满足不等式”就足够；前面有限多个 n 的行为不会改变极限。

证明. 给定 ε > 0。由 an → L，存在 N1，使 n ≥ N1 时 L− ε < an；由 cn → L，存在 N2，使
n ≥ N2 时 cn < L+ ε。当

n ≥ N = max{N0, N1, N2}

时，合并三组不等式得到
L− ε < an ≤ bn ≤ cn < L+ ε.

于是 |bn − L| < ε，这正是 bn → L 的定义。

正式命题 3.97（极限的线性、乘法与商规则） 若 an → A、bn → B，且 λ ∈ R，则

an + bn −→ A+B, λan −→ λA,

anbn −→ AB.

若另外 B 6= 0，并且从某一项开始 bn 6= 0，则
an
bn
−→ A

B
.

商规则的“分母最终不为零”不是装饰性条件；若分母可以无限接近零，商可能没有有限极
限。

证明. 加法由
|an + bn − (A+B)| ≤ |an −A|+ |bn −B|

和 ε/2 的选择直接得到；数乘同理。由 收敛数列有界，存在 C > 0 使 |bn| ≤ C。乘法的误差分
解为

anbn −AB = bn(an −A) +A(bn −B).

给定 ε > 0，令 n 足够大，使

|an −A| <
ε

2(C + 1)
, |bn −B| <

ε

2(|A|+ 1)
.

则
|anbn −AB| ≤ C|an −A|+ |A||bn −B| < ε.
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最后，B 6= 0 时，bn → B 意味着从某一项开始 |bn −B| < |B|/2，所以 |bn| ≥ |B|/2，并且∣∣∣∣ 1bn − 1

B

∣∣∣∣ = |bn −B||bn||B|
≤ 2

|B|2
|bn −B| −→ 0.

再将 an → A 与 1/bn → 1/B 代入已经证明的乘法规则，即得商规则。

定义 3.98（定义域的聚点） 设 D ⊆ R。点 a ∈ R 称为 D 的聚点，如果

∀δ > 0 ∃x ∈ D, 0 < |x− a| < δ.

它不要求 a ∈ D：例如 0 是 (0, 1) 的聚点，但不属于 (0, 1)。这个条件排除了“去心邻域里
根本没有定义域点”造成的空洞极限。

定义 3.99（点态连续性） 设 D ⊆ R，f : D → R，且 a ∈ D。称 f 在 a 处连续，如果

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x ∈ D, |x− a| < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ε.

与函数极限相比，这里允许 x = a，并且输出的比较对象是函数的实际值 f(a)，而不是另行
给定的 L。

正式命题 3.100（极限与连续性的桥接） 设 a 是 D 的聚点，f : D → R，且 a ∈ D。则

f 在a 处连续 ⇐⇒ lim
x→a
x∈D

f(x) = f(a).

这只是把同一个 ε–δ 条件在 x = a 与 x 6= a 两种情形下拆开，不是把“函数值”和“极限”
混成一个新对象。

证明. 若 f 在 a 处连续，给定 ε > 0 取连续性定义中的 δ。当 0 < |x − a| < δ 时当然也有
|x− a| < δ，故 |f(x)− f(a)| < ε，于是去心极限等于 f(a)。

反过来，若去心极限等于 f(a)，给定 ε > 0取相应的 δ。对于 x ∈ D 且 |x−a| < δ，若 x 6= a，
使用极限条件；若 x = a，则 |f(x)− f(a)| = 0 < ε。两种情形合起来正是连续性定义。

说明 3.101（一张“极限工具链”） 唯一性告诉我们结果不会依赖于证明路线；夹逼把难算
的对象夹在两个易算对象之间；运算规则允许逐项计算；连续性桥接则说明“先取函数值再
逼近”和“先逼近再取值”在何时一致。四者共同构成从定义到计算的最短闭环。
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ε–N
定 义

唯 一 性
结果不分叉

夹 逼
控制中间项

运算规则
逐项计算

连 续 性
极限等于
函 数 值

图 13. 极限的四个工作接口：每个箭头表示“在相应假设下可以调用”，不表示四条结果彼此等价。

3.8 坐标、向量和距离：把图形变成可计算对象

定义 3.102（坐标） 平面坐标把一个点写成有序对 (x, y) ∈ R2。有序很重要：通常 (x, y) 6=
(y, x)。更一般地，Rn 中的点由 n 个坐标组成，写成 (x1, . . . , xn)。

定义 3.103（向量） 在选定坐标后，从原点指向点 (x, y) 的箭头可看成向量

v =

x
y

 .

向量可以逐坐标相加，也可以乘实数；它表示位移或方向，而不是一个固定位置。

定义 3.104（欧氏距离） 对向量 v = (x, y)，其欧氏长度（范数）为

‖v‖ =
√
x2 + y2,

两点 p = (x1, y1)、q = (x2, y2) 的距离为

d(p, q) = ‖q − p‖ =
√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2.

距离是两个点之间的数；向量 q − p 是从 p 指向 q 的位移。二者相关，但对象类型不同。

x

y

v

w
p

q

p+ q

图 14. 向量相加可以画成平行四边形的对角线；坐标把几何关系转成代数计算。

3.9 矩阵：数字表格如何变成变换
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定义 3.105（矩阵的读法） 一个 m× n 矩阵是一个有 m 行、n 列的数字表格，写作

A = (aij) =


a11 · · · a1n
...

...

am1 · · · amn

 .

aij 是第 i 行第 j 列的数。矩阵可以乘向量；例如a b

c d

x
y

 =

ax+ by

cx+ dy

 .

因此一个矩阵可以把平面中的点/向量送到另一个点/向量。矩阵相乘表示连续做两个线性变
换；单位矩阵表示“不改变”，可逆矩阵表示存在一个变换可以撤回。行列式、可逆性的完
整定义和群结构在模块二正式展开。

原来的
单位正方形

矩阵作用后的
平行四边形

A

图 15. 矩阵的几何意义：它把基向量决定的单位正方形送到由两列向量张成的平行四边形。

3.10 导数与积分：局部变化和整体累积

定义 3.106（导数） 若函数 u 在 x0 附近有定义，u 在 x0 处的导数是差商的极限

u′(x0) = lim
h→0

u(x0 + h)− u(x0)
h

,

其中 h 是一个趋近于零但不等于零的小位移。它表示曲线在 x0 处的瞬时变化率，也就是切
线斜率。多变量函数的导数会把一个输入方向的变化率组织成线性映射；这就是后文 DF 和
dFp 的来源。

定义 3.107（积分） 定积分 ∫ b

a
u(x) dx

可以先理解为把区间 [a, b] 切成很多小段，把每段的“高度 × 宽度”相加，再让小段宽度趋
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于零的极限。它是带方向的累积量：若 u 在横轴下方，贡献为负。严格的 Riemann 积分和
曲线积分会在模块三、五中分别说明。

x

y

矩形面积相加
−→ 积分

切线斜率 u′(x0)

图 16. 导数看一个点附近的局部斜率，积分把许多小贡献累积成整体量。

说明 3.108（本模块的核心翻译表）

符号 普通话 后文用途
ε, δ 允许的误差和输入范围 极限、连续、复导数

‖v‖, d(p, q) 长度和两点距离 度量空间、拟共形畸变
Av 矩阵对向量的作用 群作用、坐标变化、Jacobian

u′(x) 局部变化率 全纯函数、曲率、变形∫
u dx 连续累积 Green、Stokes、周期

同一个符号可能在不同章节有更高级的版本，但每次都要回到“对象类型”来判断含义。

3.11 练习与出口检查
基础练习。

M0.1. 把 {x ∈ R : −2 ≤ x < 3} 写成区间记号，并在数轴上标出两个端点。

M0.2. 判断 Q ⊆ R 和 R ⊆ Q 哪一个正确，并说明 √2 在哪里。

M0.3. 把“存在一个正整数 N，使所有 n ≥ N 都满足 |an − L| < ε”翻译成含有 ∃, ∀ 的句子。

M0.4. 计算
1 2

0 1

x
y

，并解释它对平面点做了什么。
M0.5. 对 u(x) = x2，用差商写出 u′(1)，先不要急于计算极限；指出其中的输入变化量是什么。

M0.6. 分别判断 x2 : R→ R、x2 : R→ [0,∞) 和 x3 : R→ R 的单射性、满射性和双射性，并指
出陪域在哪里改变了结论。

M0.7. 设 X 6= ∅、Y 6= ∅，判断投影 π1 : X × Y → X 何时单射、何时满射；再说明 X = ∅ 时
为什么要单独讨论。
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M0.8. 设 f : X → Y 且 X,Y 都有限并满足 |X| = |Y | = 4。若已知 f 是单射，能否直接断定它
满射？若已知它不是满射，能否断定它不是单射？说明所用定理的前提。

M0.9. 判断是否存在单射 {1, 2, 3, 4} → {a, b, c}，并用“碰撞”语言说明理由；再判断是否存在满
射 {1, 2, 3} → {a, b, c, d}。

M0.10. 分别判断

u : Z→ Z, n 7→ 2n, v : Z→ N, n 7→ |n|, w : [0,∞)→ [0,∞), x 7→ x2

是单射、满射还是双射；每一个判断都写出一个证明或一个反例。

M0.11. 对任意 f : X → Y，令 I = f(X)。写出 X → I → Y 的两个映射，并说明哪一步自动满
射、哪一步自动单射。再对 f(x) = x2 : R→ R 指出“碰撞”和“遗漏”分别发生在哪里。

M0.12. 对 f : R → [0,∞)、f(x) = x2，判断它是否有左逆或右逆；再对 g : [0,∞) → [0,∞)、
g(x) = x2，写出其唯一的左逆和右逆。

M0.13. 设 an → L 且 an →M。用 ε/3 的方法证明 L =M，并说明为什么“极限唯一”不是定义
本身，而是由定义推出的命题。

M0.14. 设 an = −1/n、bn = sinn/n、cn = 1/n。验证最终不等式 an ≤ bn ≤ cn，再用夹逼定理求
lim bn。

M0.15. 不展开高次乘法，直接用极限运算规则计算

lim
n→∞

(
2 +

1

n

)(
3− 2

n

)
.

指出其中哪一步使用了“收敛数列有界”。

M0.16. 设

f(x) =

x2, x 6= 1,

7, x = 1.

计算 limx→1 f(x)，并判断 f 在 1 处是否连续；说明“极限存在”与“连续”为什么不是
同一句话。

M0.17. 说明数列 an = (−1)n 不收敛。提示：若它收敛，偶数项和奇数项分别应该收敛到什么；也
可以直接选择一个固定的 ε 制造矛盾。
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答案提示与自检
M0.1的区间是 [−2, 3)：−2处用实心端点，3处用空心端点。M0.2中只有 Q ⊆ R正确；√2 ∈ R\Q。

M0.3 应写成 ∃N ∈ N ∀n ∈ N, (n ≥ N ⇒ |an − L| < ε)。M0.4 的矩阵把 (x, y) 送到 (x + 2y, y)，是
沿水平方向的剪切。M0.5 的差商是 ((1 + h)2 − 1)/h = 2 + h，输入变化量就是 h，极限为 2。M0.6
第一个既不单射也不满射；第二个满射但不单射；第三个是双射。差别来自陪域以及公式本身的单调
性/值域。M0.7 在 X,Y 都非空时，π1 总是满射；它单射当且仅当 Y 只有一个元素。若 Y 有两个不
同元素 y1, y2，取任意 x ∈ X，则 π1(x, y1) = π1(x, y2)，所以不单射。若 X = ∅，投影是 ∅→ ∅，自
动是双射。M0.8 在有限且等势的前提下，单射、满射、双射等价，所以已知单射可断定满射；已知不
是满射，也可由这组三者等价关系反向推出不是单射。这里必须用到 |X| = |Y | <∞。M0.9不存在从
四元素集合到三元素集合的单射；四个输入若都不碰撞就需要四个不同输出，但陪域只有三个元素。
不存在从三元素集合到四元素集合的满射，因为至少有一个目标元素没有原像。M0.10 u 是单射但不
是满射：u(n) = u(m)给出 2n = 2m，故 n = m；但奇数没有原像。v 是满射但不是单射：每个 k ∈ N
都有 v(k) = k，但 v(1) = v(−1)。w 是双射：它单调递增，故单射；任意 y ≥ 0都有唯一 x =

√
y ≥ 0，

故满射。M0.11 令 I = f(X)，则 f̃ : X → I, x 7→ f(x) 自动满射，包含映射 ι : I ↪→ Y, u 7→ u 自动
单射，并且 f = ι ◦ f̃。对 x2 : R → R，第一步中 1,−1 碰撞，第二步中每个负数都被陪域允许但没
有原像。M0.12 f 不是单射，所以没有左逆；但它是满射，取 s(y) =

√
y 即有 f ◦ s = id[0,∞)，所以

它有右逆。g 是双射，且 g−1(y) =
√
y 同时是唯一左逆和唯一右逆。M0.13 取 ε = |L−M |/3。两个

收敛条件在同一个足够大的 n 上同时成立，三角不等式会给出 |L−M | < 2|L−M |/3，矛盾，所以
L =M。这说明唯一性是定理，而不是把“极限”一词换一种写法。M0.14 因为 −1 ≤ sinn ≤ 1，所
以 −1/n ≤ sinn/n ≤ 1/n，两端都趋于 0，故中间数列也趋于 0。M0.15 由 1/n→ 0 和极限运算规则，(

2 +
1

n

)(
3− 2

n

)
−→ 2 · 3 = 6.

乘法误差证明中需要知道 3− 2/n 这一因子有界；这正是收敛数列有界命题的作用。M0.16 去心邻域
内 f(x) = x2，故 limx→1 f(x) = 1，但 f(1) = 7，所以 f 在 1 处不连续。极限只看 x 6= 1 的附近，连
续性还要求贴合实际值。M0.17 偶数项恒为 1，奇数项恒为 −1。若全数列收敛，两个子列必须有相
同极限，但这里分别为 1 和 −1，故不收敛；也可取 ε = 1/2 直接违反定义。自检时必须同时说出端
点、量词、映射的定义域/陪域、向量坐标和矩阵输入输出，不能只给最后数值。

出口检查。 读者若能回答下面五句话，便可以进入模块一：

开区间为什么不包括端点 “ lim an = L”为什么不要求某个an 等于L
极限为什么唯一 什么时候可以使用夹逼定理 函数极限何时等于函数值

点和向量有什么不同 矩阵为什么可以看成变换 导数和积分分别看局部还是整体

如果暂时答不出，不必回到整本书，只回到本模块对应的小节和图 6、图 11、图 13、图 15。
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4 模块一：集合、函数与“什么算相同”

本模块导航

进入前 只需会读集合、函数和简单证明；不要求先学抽象代数。

本模块产出 会区分对象、结构、映射和等价关系，并能解释为什么要构造商。

出口检查 能用自己的话说明“同态、同构、同胚、同伦”比较的对象分别是什么。

4.1 从函数到数学对象
函数 f(x) = x2 把输入 x 送到输出 x2。抽象数学保留这个“输入–输出”思想，但允许输入和输
出是点、曲线、矩阵、集合甚至另一个函数。

说明 4.1（集合与函数的回收） 模块零已经正式定义集合上的映射、定义域、陪域、像集、
单射、满射、双射及逆映射。本模块把这些对象放进“什么算相同”的框架中；之后的群同
态、同构、同胚和同伦，都是在增加结构或改变比较层次。

例子 4.2（投影、包含与常值映射） 若 X 6= ∅ 且 Y 6= ∅，第一投影

π1 : X × Y −→ X, π1(x, y) = x

是满射；在当前的非空假设下，它当且仅当 Y 只有一个元素时是单射。包含映射

ι : A ↪→ B, ι(a) = a

总是单射，但只有 A = B 时才是满射。若 X 6= ∅，常值映射 c : X → Y 的像集只有一个
点，因此除非 Y 只有一个元素，否则它不是满射；除非 X 至多有一个元素，否则它不是单
射。它们把量词定义变成了可以直接画出的模型。若不假设 X 6= ∅，则 X = ∅ 时投影是空
映射，需按空集边界单独判断。

说明 4.3（复合与恒等映射已在模块零定义） 函数复合与恒等映射已经在模块零的 正式定
义中给出。本模块只反复使用它们，不再重复定义：复合按“先右后左”读取，恒等映射什
么也不改变。

定义 4.4（限制映射） 设 f : X → Y，A ⊆ X。把输入限制在 A 上得到

f |A : A→ Y, f |A(a) = f(a),

称为 f 在 A 上的限制映射。它改变了定义域，通常也会改变满射性；若原来的 f 单射，则
f |A 仍单射，但即使 f 满射，f |A 也可能不满射。
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定义 4.5（包含映射） 设 A ⊆ X。子集 A 到 X 的包含映射是

ιXA : A→ X, ιXA (a) = a.

它总是单射；只有当 A = X 时才是满射。

定义 4.6（陪域缩小） 设 f : X → Y，且 f(X) ⊆ B ⊆ Y。同一条规则的陪域缩小 是

fB : X → B, fB(x) = f(x).

它不会改变输入或输出的实际数值，却可能改变“是否满射”的答案，因为满射总是相对于
当前写出的陪域 B 判断。最小的合法陪域是像集 f(X)。

说明 4.7（三种改变映射声明的操作） 限制映射改变定义域，包含映射把一个子集作为定义
域嵌入较大的陪域，陪域缩小改变陪域；它们都可能保持原来的计算规则，但不是同一个操
作。后面的性质表分别说明它们如何影响单射与满射。

正式命题 4.8（限制与陪域缩小的基本性质） 设 f : X → Y、A ⊆ X，且 f(X) ⊆ B ⊆ Y。
则

f 单射 =⇒ f |A 单射,
fB 满射⇐⇒ f(X) = B,

fB 单射⇐⇒ f 单射.
特别地，f |A 是否满射要比较 f(A) 与 Y，而 fB 是否满射要比较 f(X) 与新陪域 B；两者
改变的是不同一端的类型数据。

证明. 若 f |A(a1) = f |A(a2)，则 f(a1) = f(a2)，由 f 单射得 a1 = a2。由满射定义，fB 满射正
好意味着每个 b ∈ B 都属于 f(X)，即 f(X) = B。陪域缩小不改变公式和定义域，所以 fB 与
f 具有相同的碰撞关系，单射性等价。

正式命题 4.9（复合的结合律） 若 f : X → Y、g : Y → Z、h : Z →W，则

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

证明. 对每个 x ∈ X，两边都等于 h(g(f(x)))。函数相等的意思是定义域相同且每个输入的输出
都相同。

说明 4.10（结构和保持结构的路线预览） 在集合上额外指定的运算、距离、拓扑、坐标或
复坐标规则称为结构。若一个映射保持正在讨论的结构，就称为相应类别中的结构保持映射。
这里先只记住这个总原则；群同态、线性映射、同胚和全纯映射的正式条件将在各自模块中
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x ∈ X

输 入
f(x) ∈ Y

中间结果
g(f(x)) ∈ Z
最终输出

f g

g ◦ f

复合映射把多步流程压缩成一条箭头；箭头方向决定先后顺序

图 17. 函数复合的流程图：先应用 f，再应用 g，结果才是 g ◦ f。

给出。因此本段是路线预览，不把后文术语假装成已经完成的定义。

说明 4.11（直积在本模块中的回收）前面的笛卡尔积定义是后文二元关系和同伦的基础。这
里再次使用它时，R ⊆ X ×X 表示“关系是有序对的集合”，而 X × [0, 1] 表示“点加时间”
的参数空间；不再把直积当作新对象重新定义。

对象上增加的结构 常见的保持结构的映射 这一层主要关心什么

只给集合 任意函数 输入和输出如何对应
代数运算（群、环、模） 同态 运算、单位元和标量作用是否被保持
拓扑（开集、邻域） 连续映射、同胚 哪些性质在连续变形下不变
光滑结构 光滑映射、微分同胚 能否求导、比较切向量和曲率
复结构 全纯映射、双全纯映射 哪些坐标变化尊重复分析

这张表不是把不同理论排成一条“谁更真实”的等级，而是说明：每增加一层结构，就增加
一批可提问的问题，也增加一批必须保持的条件。

说明 4.12（同态、同构、同胚与同伦的路线预览） 下面四个词都含有“相同”的意味，但
它们比较的对象、保持的信息和逻辑层次不同。此处只给阅读地图；群同态的正式公式在模
块二，连续映射和同胚的正式定义已在模块三，同伦的正式定义在模块四。

同态（homomorphism）
若两个对象带有同一种运算，映射只需保持这些运算，就称为同态。它不
要求单射或满射，因此可能把不同元素合并，也可能没有覆盖整个目标；
正式群论例子见模块二。

同构（isomorphism）
在一个指定的结构类别中，双射且正向、逆向都保持该类别结构的映射称
为同构。对只含运算的代数类别，逆向保持性可由双射和正向保持性证
明；对拓扑、光滑和复解析类别，则必须明确检查逆映射的连续、光滑或
全纯性。这里“同构”不是脱离背景的词：必须先说明保持的是群运算、
环运算、线性结构还是别的结构。
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同胚（homeomorphism）
在拓扑空间中，双射若连续且逆映射也连续，就称为同胚。同胚保持开集、
邻域、连通性和洞的拓扑信息，但一般不保持距离、角度或曲率；正式定
义见模块四。

同伦（homotopy）
同伦首先比较两个映射，而不是两个点集：它允许一个映射随时间参数连
续变成另一个映射。同伦等价比同胚更粗，记录可连续收缩的整体形状；
正式的参数映射和端点条件见模块四。

说明 4.13（四个词的关系不能混用） 可以把四个概念放在下面的“保持信息”表中。表中
的“强”不是严格的全序，而是提醒我们：不同类别的结构没有一个自动适用的共同标准。

词语 比较的对象 需要保持什么 是否要求可逆

同态 代数对象之间的映射 运算与单位元等代数
规则

不要求

同构 同一结构类别中的对象 该类别的全部指定结
构

要求双射；正、逆
两向都保持结构

同胚 拓扑空间之间的映射 连续性和拓扑结构 要求连续双射且
逆连续

同伦 两个连续映射之间的变
形

变形过程的连续性 不要求每个中间
映射可逆

例如，圆盘与一点同伦等价，却不可能同胚：圆盘有许多点，而一点只有一个点。另一
方面，两个同胚的曲面未必已经配备了同样的黎曼度量；两个双全纯同构的黎曼曲面则还要
求复结构也被保持。以后遇到“相同”时，必须先问：是在代数、拓扑、光滑、度量还是复
解析类别中相同？

读图与读式的习惯。 “f : X → Y 是同态”只说明 f 保持指定运算；“f 是同构”还要补充双
射，并按类别检查逆映射的结构保持性；“f 是同胚”则把运算换成拓扑，并要求连续性及逆连
续性；“f0 ' f1”的对象是两张箭头，而不是一张箭头。这个句法差别会在基本群、映射类群和
Teichmüller 空间中反复出现。

4.2 等价关系和商
如果两种画法只差一个不重要的选择，我们希望把它们归为一类。

定义 4.14（二元关系） 设 X 是集合。X 上的一个二元关系是笛卡尔积 X × X 的子集
R ⊆ X ×X；写作 xRy 表示 (x, y) ∈ R。因此，“x 与 y 相关”并不是一句模糊的语言，而
是一个可以检验真假的命题。
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定义 4.15（关系的三种基本性质） 设 R ⊆ X ×X 是集合 X 上的二元关系。我们分别说：

(a) R 自反，如果 ∀x ∈ X, xRx；

(b) R 对称，如果 ∀x, y ∈ X, xRy ⇒ yRx；

(c) R 传递，如果 ∀x, y, z ∈ X, (xRy ∧ yRz)⇒ xRz。

这三条是可以分别检验的性质；一个关系可以满足其中一条或两条，却不满足另外一条。

说明 4.16（关系与函数不是同一类对象） 关系 R ⊆ X ×X 只回答“两个元素是否相关”，
同一个 x 可以与零个、一个或多个 y 相关；它不要求给出唯一输出。函数 f : X → Y 则是
有序对集合 Γf ⊆ X × Y 的特殊情形：每个 x ∈ X 恰好对应一个 y ∈ Y。因此，函数可以
看作一种特殊关系，但一般关系不是函数。关系的自反、对称、传递性也分别是关于输入对、
交换顺序和三段链的条件，不能与函数的单值性或单射性混用。

定义 4.17（等价关系） 集合 X 上的关系 ∼ 若对所有 x, y, z ∈ X 满足

x ∼ x︸ ︷︷ ︸
自反性

, x ∼ y ⇒ y ∼ x︸ ︷︷ ︸
对称性

, (x ∼ y 且 y ∼ z)⇒ x ∼ z︸ ︷︷ ︸
传递性

,

分别称为自反性、对称性和传递性；满足三者就叫等价关系。

例子 4.18（同一个集合上的关系可以保留不同信息） 在 X = {1, 2, 3} 上考虑四种关系：

关系 自反 对称 传递 它表达的意思
x = y 是 是 是 只把同一个元素视为相同
任意xRy 是 是 是 把所有元素视为同一类
x ≤ y 是 否 是 有方向的大小比较

|x− y| ≤ 1 是 是 否 相近，但相近不一定可传递

前两种是等价关系，分别产生三个单元素类和一个三元素类；后两种不是等价关系，所以不
能直接把它们的“相关对象”当作等价类分割。这个表说明“关系”是总容器，等价关系只
是其中特别适合做分类的一种。

定义 4.19（等价类与代表元） 现在设 ∼ 已经是 X 上的等价关系，且 x ∈ X。定义

[x]∼ := {y ∈ X : y ∼ x}

为 x 的等价类。类中的任意元素都称为这个类的一个 代表元。代表元只是“用来写出这个
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类的一个成员”，不是理论选出的唯一元素；若 y ∼ x，那么 x 与 y 是同一个等价类的两个
代表元。

定义 4.20（幂集与集合的分割） 集合 X 的幂集是所有 X 的子集组成的集合：

P(X) := {A : A ⊆ X}.

一个子集族 B ⊆ P(X) 称为 X 的一个分割 （或划分），如果满足：

(a) 每个块 B ∈ B 都非空；

(b) 每个元素都被覆盖，即
⋃
B∈B

B = X；

(c) 不同块不重叠，即 B,C ∈ B 且 B ∩ C 6= ∅ 时必有 B = C。

B 中的元素称为块。第二条说没有遗漏，第三条说没有重复归类。当 X = ∅ 时，空的子集
族 B = ∅ 按上述约定是空集的分割；对非空 X，分割至少含有一个非空块。这里的“分割”
是集合论对象，不是把 X 切成几何图形；几何切割只是帮助形成直观的例子。

定义 4.21（商集与商映射） 设 ∼ 是集合 X 上的等价关系。所有等价类组成商集

X/∼ = {[x]∼ : x ∈ X}.

商集的元素不是原来的单个 x，而是整个等价类。把 x 送到它的等价类的映射

q : X −→ X/∼, q(x) = [x]∼,

称为商映射。它忘掉的是“同一类内选了哪个代表元”，保留的是代表元所属的类。等价关系
的等价类会形成 X 的一个分割；这是后面的正式命题，而不是商集定义中额外假定的条件。

定义 4.22（模 n 的整数商集） 设 n ≥ 1 是正整数。在 Z 上定义

a ∼n b ⇐⇒ a ≡ b (mod n) ⇐⇒ n | (a− b).

这就是“相差 n 的整数倍”。后面的命题会验证它是等价关系；其等价类商集记为

Z/nZ := Z/∼n,

并把 a 所在的类写作 [a]。因此 Z/nZ 的元素是余数类，不是单个整数；例如 [a] = [a+ n]。
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正式命题 4.23（等价关系与集合分割的对应） 若 ∼ 是 X 上的等价关系，则

B∼ = {[x]∼ : x ∈ X}

是 X 的一个分割。反过来，若 B 是 X 的一个分割，定义

x ∼B y ⇐⇒ 存在B ∈ B 使x ∈ B 且y ∈ B,

则 ∼B 是等价关系，而且它的等价类恰好是 B 的各个块。因此，给出等价关系与给出“把 X

分成互不重叠的块”是同一份信息的两种编码；商集 X/∼ 可以看作这些块组成的集合。

证明. 先设 ∼ 是等价关系。自反性给出每个 x 属于 [x]∼，所以这些类覆盖 X；类本身非空。若
[x]∼∩ [y]∼ 6= ∅，取 u在交集中，则 u ∼ x、u ∼ y，由对称性和传递性得 x ∼ y，从而 [x]∼ = [y]∼，
满足不重叠条件。
反过来设 B 是分割。每个 x ∈ X 由覆盖性属于某个块 B，所以 x ∼B x。若 x ∼B y，同一

个块也给出 y ∼B x。若 x ∼B y、y ∼B z，x, y 所在的块与 y, z 所在的块都含有 y，由不重叠条
件它们相等，故 x ∼B z。最后，x 的等价类正好是包含 x 的那个块：若 y ∼B x，它们在同一块
中；反之由同一块中的任意元素都与 x 相关，故二者相等。

关系：谁与谁相关

1 3

2 4

1 ∼ 3

先规定等价关系 ∼

按关系分块

分割：互不重叠的块
{1, 3}

{2}

{4}
每个元素恰在一个块中

把块当作新元素

商集：块成为商点
[1] = [3]

[2]

[4]

q : X → X/∼, x 7→ [x]

图 18. 等价关系、分割与商集的三层读法。关系先决定哪些元素应被放在同一块；分割把这种分类写成
互不重叠的子集族；商集再把每个块当作一个新元素。

正式命题 4.24（等价类的逐项判别） 若 ∼ 是 X 上的等价关系，则对任意 x, y ∈ X，

[x]∼ = [y]∼ ⇐⇒ x ∼ y ⇐⇒ [x]∼ ∩ [y]∼ 6= ∅.

此外，商映射
q : X → X/∼, q(x) = [x]∼

是满射，并且每个商元素的纤维正好是一个等价类：

q−1({[x]∼}) = [x]∼.

证明. 若 x ∼ y，对任意 u ∈ [x]∼，有 u ∼ x ∼ y，故 u ∈ [y]∼，反向包含同理，所以两类相
等。若两类有公共元素 u，则 u ∼ x、u ∼ y，由对称性和传递性得 x ∼ y。类相等时自反地有
x ∈ [x]∼ = [y]∼，故 x ∼ y。商映射的满射性来自商集的定义：任意商元素本来就是某个 [x]∼。
最后，u ∈ q−1({[x]∼}) 当且仅当 [u]∼ = [x]∼，再用前面的等价关系即可。
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例子 4.25（关系不自动就是等价关系） 在 Z 上，关系 aRb⇐⇒ a | b 具有自反性，但一般
不对称：2 | 4，而 4 - 2，所以它不是等价关系。关系

aRb⇐⇒ |a− b| ≤ 1

具有自反性和对称性，却不具有传递性，因为 0R1、1R2，但 0 6 R2。这说明“相似”“相距
不远”“可以整除”都可能是关系，却只有同时满足三条公理时才会产生通常意义的等价类
分割。

正式命题 4.26（映射的纤维自动给出等价关系） 对任意映射 f : X → Y，定义

x ∼f x′ ⇐⇒ f(x) = f(x′).

则 ∼f 是 X 上的等价关系，而且 x 的等价类正好是 f(x) 的纤维：

[x]∼f
= f−1({f(x)}).

反过来，若 ∼ 是等价关系，则其商映射 q : X → X/∼ 满足

x ∼ x′ ⇐⇒ q(x) = q(x′).

因此“把相同输出的输入归为一类”和“把等价输入归为一类”是同一个商化机制的两种方
向。

证明. 等式 f(x) = f(x)给出自反性；等式的对称性给出对称性；若 f(x) = f(x′)、f(x′) = f(x′′)，
则 f(x) = f(x′′)，给出传递性。等价类公式只是把两边的定义逐项展开。对商映射，若 x ∼ x′，前面
的等价类判据给出 [x]∼ = [x′]∼，即 q(x) = q(x′)；反过来若两类相等，同一判据给出 x ∼ x′。

定义 4.27（在商上定义良定） 设 q : X → X/∼ 是商映射。若我们想用代表元写一个公式

f̄([x]∼) = Φ(x),

它称为在商上良定义，是指换一个同一等价类中的代表元不会改变结果：

x ∼ x′ =⇒ Φ(x) = Φ(x′).

这条检验必须在公式真正定义 f̄ 之前完成；否则同一个商元素可能被赋予两个不同的输出。
良定义只保证“结果不依赖代表元”，不自动保证 f̄ 单射、满射、连续或保持其他结构。

例子 4.28（一个公式为什么可能在商上失效） 在 Z/2Z 上尝试定义

ū([n]) = n.
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这不是良定义的，因为 [0] = [2]，但公式给出 0 6= 2。相反，

v̄([n]) = (−1)n

是良定义的：若 [n] = [m]，则 n−m 为偶数，从而 (−1)n = (−1)m。这里要检查的不是“能
否写出一个公式”，而是公式对同一等价类的所有代表元是否给出同一结果。

正式定理 4.29（商上下降的充要条件） 设 q : X → X/∼ 是集合商映射，Φ : X → Y 是任
意映射。以下两件事等价：

(a) 存在唯一映射 Φ̄ : X/∼ → Y，使

Φ = Φ̄ ◦ q;

(b) Φ 在每个等价类上取常值，即

x ∼ x′ =⇒ Φ(x) = Φ(x′).

当条件成立时，下降映射必由
Φ̄([x]∼) = Φ(x)

给出。这里“下降”表示先把 X 中的等价点识别，再在商集上留下一个不依赖代表元的映
射。

证明. (a) ⇒ (b)：若 x ∼ x′，则 q(x) = q(x′)，故

Φ(x) = Φ̄(q(x)) = Φ̄(q(x′)) = Φ(x′).

(b) ⇒ (a)：按公式定义 Φ̄([x]∼) = Φ(x)。若 [x]∼ = [x′]∼，则 x ∼ x′，由 (b) 得 Φ(x) = Φ(x′)，
所以 Φ̄ 良定义。于是 (Φ̄ ◦ q)(x) = Φ̄([x]∼) = Φ(x)。最后，若 Ψ 也满足 Φ = Ψ ◦ q，则对每个商
元素 [x]∼ 有 Ψ([x]∼) = Ψ(q(x)) = Φ(x) = Φ̄([x]∼)，故 Ψ = Φ̄。

说明 4.30（下降定理的三种读法） 这个定理可以从三个角度使用：

(1) 代表元读法：换代表元不改变 Φ(x)，所以公式良定义；

(2) 纤维读法： Φ 在商映射 q 的每条纤维上为常值；

(3) 图表读法： Φ 可以唯一分解为先取商 q，再应用 Φ̄。

它只解决“能否在商上定义一个映射”，不自动解决 Φ̄ 是否单射、满射、连续、光滑或全纯；
这些是得到下降映射之后的下一层问题。
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说明 4.31（检查一个“结构保持映射”的固定模板） 遇到“f 保持结构”时，按下面四步
读，而不要把“同构”理解成一种无背景的相似：

(1) 先列结构：对象上究竟给了群乘法、环的加乘法、模的标量作用、拓扑开集，还是复坐
标图？

(2) 再写保持公式：例如群要求 f(gh) = f(g)f(h)，模要求 f(rm) = rf(m)，拓扑要求连
续性，复几何要求局部坐标表达式全纯。

(3) 再检查底层集合性质：结构保持本身通常不保证单射或满射；要称为同构，还必须另
行证明 f 是双射。

(4) 最后检查逆：在群、环和模中，双射同态的逆会自动保持结构；在拓扑和复结构中，则
必须把逆映射连续或全纯写入条件（或使用已经证明的等价判据）。

因此“同态”和“同构”的关系必须按类别读取：

代数同构 =运算保持双射 （逆保持性由命题 4.34推出），

拓扑/光滑/复解析同构 =双射+正向保持+逆向保持.

“结构保持”这一短语随类别改变，不能把群同态公式套到拓扑空间或黎曼曲面上。

定义 4.32（结构保持映射的类别化定义） 设 A,B 是同一类带结构对象。若 f : A→ B 满
足该类别所规定的保持条件，则称 f 为结构保持映射。这个词没有脱离类别的唯一公式；严
格使用时必须先列出 允许检查的结构数据，再逐项验证：

类别 结构保持的正式检查
群 f(gh) = f(g)f(h), f(eG) = eH

环（取保单位元约定） f(a+ b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b), f(1R) = 1S

R-模 f(m+ n) = f(m) + f(n), f(rm) = rf(m)

拓扑空间 f 连续，即目标开集的原像开
黎曼曲面 局部复坐标表达式全纯

表中的第二列不是一条适用于所有类别的统一公式，而是“保持结构”在各类别中的具体展
开。其中群、环、模的公式是代数运算的保持；拓扑和黎曼曲面的条件则是连续性或局部全
纯性，不能把某一行的公式套到另一行。

说明 4.33（有限签名下的公式读法） 为了看清“保持”究竟在保持什么，先考虑一个带有
限个运算和关系的代数结构。对每个 n-元运算 ω，记 ωA : An → A、ωB : Bn → B；对每个
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m-元关系 R，记 RA ⊆ Am、RB ⊆ Bm。映射 f : A→ B 保持运算，正式地说是

f
(
ωA(a1, . . . , an)

)
= ωB

(
f(a1), . . . , f(an)

)
.

若关系只要求正向保持，则条件是

(a1, . . . , am) ∈ RA =⇒ (f(a1), . . . , f(am)) ∈ RB.

因此“保持结构”不是“图形看起来相似”，而是一个或一组可以代入检查的等式或蕴含。群
同态、环同态和模同态正是这个模板的具体实例；拓扑、光滑和复结构不能简单压缩成有限
个代数运算，所以仍须回到上表及后文的专门定义。

正式命题 4.34（双射代数保持映射的逆保持运算） 设 f : A→ B 是同一运算签名下的双射，
并且对每个 n-元运算 ω 满足

f
(
ωA(a1, . . . , an)

)
= ωB

(
f(a1), . . . , f(an)

)
.

则 f−1 : B → A 也保持这些运算。也就是说，在只含运算的代数类别中，常可把“同构”写
成“保持运算的双射”；这里的逆映射保持性是一个可证明的结论，不是拓扑和复解析类别
中的自动事实。

证明. 任取 b1, . . . , bn ∈ B。由 f 满射，存在 ai = f−1(bi)。代入保持公式得

f
(
ωA(f

−1(b1), . . . , f
−1(bn))

)
= ωB(b1, . . . , bn).

两边作用 f−1，即
f−1

(
ωB(b1, . . . , bn)

)
= ωA(f

−1(b1), . . . , f
−1(bn)),

故 f−1 保持运算。

定义 4.35（结构同构） 在已经指定的结构类别中，若 f : A → B 是双射，并且 f 与 f−1

都满足该类别的结构保持条件，则称 f 为同构。同构的两个对象在该理论中被视为“完全相
同”。“结构保持条件”必须先说清楚：群同构保持群乘法和单位元，环同构还要保持加法、乘
法和单位元，线性同构保持线性组合；拓扑同胚要求正向与逆向都连续，微分同胚要求正向
与逆向都光滑，双全纯映射要求正向与逆向都全纯。对于只含运算的代数类别，命题 4.34说
明：“结构保持双射”已经足以推出逆映射保持运算；但在拓扑、光滑和复解析类别中，不能
省略逆映射的条件。因此严格的统一读法是

同构 =双射+正向结构保持+逆向结构保持,

而不是脱离类别地把“同构”理解成普通双射。
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正式命题 4.36（结构保持映射可复合） 在同一个结构类别中，恒等映射保持结构；若 f :

A→ B、g : B → C 都保持结构，则 g ◦ f : A→ C 也保持结构。

证明. 恒等映射把每个结构数据送回自身。以群为例，

(g ◦ f)(ab) = g(f(a)f(b)) = g(f(a))g(f(b)) = (g ◦ f)(a)(g ◦ f)(b).

环和模的加法、乘法、标量作用逐项使用同样的代入；拓扑连续性使用 (g◦f)−1(U) = f−1(g−1(U))；
复结构则在局部坐标中使用全纯映射的复合。

推论 4.37（下降映射的唯一公式与性质） 在定理 4.29 的条件下，下降映射唯一地写成

Φ̄([x]∼) = Φ(x), Φ = Φ̄ ◦ q.

此外，
Φ̄ 单射⇐⇒ (

Φ(x) = Φ(x′) =⇒ x ∼ x′
)
,

Φ̄ 满射⇐⇒ Φ 满射.
第一条说 Φ 的纤维不能比等价类更大；第二条说下降过程本身不会改变实际像集。

证明. 唯一公式和分解式直接由定理 4.29给出。若 Φ̄单射且 Φ(x) = Φ(x′)，则 Φ̄(q(x)) = Φ̄(q(x′))，
所以 q(x) = q(x′)，即 x ∼ x′。反之，若 Φ(x) = Φ(x′) 蕴含 x ∼ x′，且 Φ̄([x]) = Φ̄([x′])，则
Φ(x) = Φ(x′)，从而 [x] = [x′]，所以 Φ̄ 单射。
最后，由 q 的满射性，

Φ̄(X/∼) = {Φ̄(q(x)) : x ∈ X} = {Φ(x) : x ∈ X} = Φ(X).

因此 Φ̄ 是否覆盖 Y 与 Φ 是否覆盖 Y 完全等价。

这几层定义给出整个路线的基本框架：

集合+结构+保持结构的映射 −→等价关系+商.

抽象代数、拓扑、几何和复分析的差别，主要就在于它们选择了不同的结构、映射和等价关系。

例子 4.38（整数模 n） 规定 a ∼ b 当且仅当 n | (a− b)。这表示 a, b 除以 n 的余数相同。商
集 Z/nZ 的元素是等价类，不是某一个被偏爱的代表数字。
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说明 4.39（四种“商”必须分层阅读） 同一个“把等价对象识别起来”的思想会出现在不
同结构层，但它们不是同一个定义：

名称 先保留什么 额外要求
集合商 等价类作为新点 只需等价关系
拓扑商 商集上的开集 商拓扑或拓扑商映射
商群 陪集上的群运算 被识别的子群必须正规
轨道商 群作用的轨道 先由作用产生等价关系，再研究商结构

所以“商”不是一个自动带着所有结构的黑箱。集合商只回答“哪些点被视为同一点”；拓扑
商还要回答“识别后哪些集合是开集”；商群还要回答“运算是否与代表元无关”；轨道商则
把等价关系的来源固定为群作用。后文讨论模空间时，还必须继续检查这个商是否是普通空
间、轨形，或需要其他几何结构。

说明 4.40（商的共同接口：先取纤维，再检查要保留的结构） 为了避免把不同的“商”混
成一个对象，可以始终按下面的顺序阅读。设 q : X → Q 是一个满射；它把 X 中所有具有
相同输出的点压到同一个 q-纤维。由

x ∼q x′ ⇐⇒ q(x) = q(x′)

得到的等价类正是 q 的纤维。于是商的第一层永远是集合论的：

原对象X q−−→等价类组成的集合Q.

接下来才逐层询问“原来有哪些结构能否留下来”。下面的表格是阅读商对象时的检查顺序：

层次 等价关系的来源 商上要保留的资料 额外检查

集合商 任意等价关系 只保留等价类 确实是等价关系
拓扑商 集合商上的等价关系 哪些商集是开集 商拓扑及下降映射的连

续性
商群 正规子群的陪集关系 陪集的群乘法 正规性与代表元独立性
轨道商 群作用产生的轨道关系 轨道作为商点 作用先给关系，拓扑或几

何结构另行构造
模空间商 同构或映射类群轨道 复、拓扑、解析族等资料 几何结构、稳定子和良定

性

例如，集合商的元素 [x] 不会因为 X 原来是拓扑空间就自动拥有合适的拓扑；商群的陪集
gN 也不会因为 G 是群就自动可以相乘。所谓 良定义，正是在检查换一个同一等价类中的
代表元后，结果是否仍然相同。
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对映射而言，统一的测试公式是

f̄ : Q→ Y 存在 ⇐⇒ f 在每条q-纤维上取常值,

f̄ 单射 ⇐⇒ f(x) = f(x′) =⇒ q(x) = q(x′),

f̄ 满射 ⇐⇒ f 满射.

第一行是定理 4.29，后两行是推论 4.37；它们把“能否下降”“下降后是否单射”“下降后是
否满射”明确分成三个问题。后续再问连续、光滑、全纯或保持群运算，不能由这三行自动
推出。

例子 4.41（轨道商不自动是商群） 取 S3 作用在 X = {1, 2, 3} 上，作用就是置换对元素的
自然作用。这个作用是传递的，因为任意 i, j ∈ X 都存在置换 g 使 g(i) = j。因此只有一个
轨道：

X/S3 =
{
{1, 2, 3}

}
.

这是一个只有一个元素的集合商。但从 S3 的乘法并没有得到一个“轨道乘法”：轨道的元素
是子集 {1, 2, 3}，而不是 S3 的陪集，公式 (G · x)(G · y) = G · (xy) 甚至没有定义，因为 x, y

不在同一个群中。
另一方面，A3 ⊴ S3，所以

S3/A3 = {A3, (12)A3}

确实是一个有两个元素的商群（商群的正式定义将在模块二给出），同构于 Z/2Z。这里的两
个商都来自“识别”思想，但原材料不同：X/S3 是群作用在集合上产生的轨道商，S3/A3

是正规子群产生的陪集商群。这个例子说明“有群在作用”不等于“轨道商就是群”，必须先
检查商点究竟是什么以及要保留哪一种运算。

0, 4, 8, . . .

1, 5, 9, . . .

2, 6, 10, . . .

3, 7, 11, . . .

Z/4Z
四个等价类

商映射忘掉“转了多少整圈”

图 19. 等价关系把许多代表元压缩为同一个等价类；箭头表示商映射，而不是把每个整数变成一个新的
整数。

初学者必须会做的事。 给出一个关系后，能逐项检查自反、对称、传递；给出一个商后，能说
明被识别掉的信息是什么。以后出现的拓扑商、群作用商、Teichmüller 空间和模空间，都沿用
这一逻辑，但商上还要额外保留拓扑、复结构或几何结构。
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4.3 学习单元：定义、证明、推论与练习
定义回收。 本模块的核心不是“把几个数放在一起”，而是等价关系和 商集：先规定何时两个
对象相同，再把每个对象送到它的等价类；若映射对代表元无差别，便可用下降判据把它放到商
上。

正式命题 4.42（模 n同余确实是等价关系）对固定正整数 n，定义 a ∼ b当且仅当 n | (a−b)。
这个关系满足自反性、对称性和传递性。

证明. 因为 a − a = 0，所以 n | (a − a)，得到自反性。若 n | (a − b)，则 a − b = nk，于是
b− a = −nk，得到对称性。若 n | (a− b) 且 n | (b− c)，则

a− c = (a− b) + (b− c)

也是 n 的倍数，得到传递性。

推论。 每个整数恰好落入一个余数类

[0], [1], . . . , [n− 1],

因此 Z/∼ 可以用 n 个余数类表示。这里“用代表元表示”不等于“代表元就是商集元素”：例
如 [1] = [1 + n]，它们是同一个商集元素。

具象化说明。 把整数想成钟面上的位置。模 12 时，1, 13, 25 都指向同一个钟面位置；商集忘掉
的是“转了多少整圈”，保留下来的是钟面上的位置。

练习。

M1.1. 写出 Z/4Z 的全部等价类，并证明 [2] = [14]。

M1.2. 说明函数 q : Z→ Z/nZ、q(a) = [a] 为什么是满射。

M1.3. 判断关系 a ∼ b⇐⇒ a− b 是偶数是否为等价关系，并写出商集。

M1.4. 设 f : X → Y 为单射、A ⊆ X。证明限制映射 f |A : A→ Y 仍是单射，并给出一个 f 满
射但 f |A 不满射的例子。

M1.5. 证明两个双射的复合仍是双射，并写出 (g ◦ f)−1 与 f−1, g−1 的关系。

M1.6. 在集合 X = {1, 2, 3} 上定义“元素相等”与“所有元素都相等”两种关系，分别检查它们
是否为等价关系，并说明商集有几个元素。

M1.7. 设 X = {1, 2, 3, 4}，给出分割 B = {{1, 3}, {2}, {4}}。按 x ∼B y ⇐⇒ x, y 属于同一块 写
出所有等价类，并验证这个关系的传递性。

答案提示与自检
M1.1的四个类为 [0], [1], [2], [3]，且 14−2 = 12被 4整除，所以 [14] = [2]。M1.2任意商类 [a]都

由 a 的原像得到，故 q 满射；它通常不是单射。M1.3“差为偶数”是等价关系，商集是偶数类和奇数
类。M1.4 若 f(a1) = f(a2) 且 a1, a2 ∈ A ⊆ X，由 f 单射得 a1 = a2，所以限制仍单射。例如恒等映
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射 idR : R→ R 满射，但限制到 (0,∞)→ R 不满射。M1.5 逆映射为 (g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1，证明时
逐项验证左右复合得到恒等映射。M1.6“元素相等”给出三个单元素等价类；“所有元素都相等”给
出一个等价类 X。M1.7 等价类为 [1] = [3] = {1, 3}、[2] = {2}、[4] = {4}。若 x ∼B y、y ∼B z，则包
含 x, y 的块和包含 y, z 的块都有公共元素 y，由分割的“不重叠”条件它们是同一个块，故 x ∼B z；
这就是传递性。

4.4 本模块的定理边界与交接
这一模块的正式内容是集合、函数和等价关系的定义以及基本集合论证明。它还没有告诉我们
“曲面是什么”或“复结构是什么”。它交给下一模块的接口是：

对象集合 −→结构保持映射 −→等价关系 −→商映射.

下一模块把“可组合的结构保持映射”进一步要求为群，并研究群作用产生的轨道商。
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5 模块二：对称性、群和群作用

本模块导航

进入前 先完成模块一，特别是函数复合、双射、等价关系和商集合。

本模块产出 会定义群、子群、正规子群、商群、群作用，并读懂 GL2、SL2、PSL2 的
层次。

出口检查 能把“先作用再取轨道商”和“把标量矩阵识别掉”分别说清楚，并完成一
个轨道–稳定子计算。

5.1 把变换组合起来
正方形可以旋转和翻转。做两次变换仍然得到一个正方形对称；有一个“不做任何事”的变换；
每个变换都可以反向撤销。这种组合系统就是群的几何原型。

定义 5.1（二元运算） 设 X 是集合。一个从 X ×X 到 X 的映射

? : X ×X −→ X, (a, b) 7−→ a ? b

称为二元运算。它把两个输入合成为一个仍在同一集合中的输出；例如整数加法、矩阵乘法
和函数复合都可以在相应的集合上成为二元运算。这里的“二元”指输入有两个，不是指集
合只有两个元素。

在群中，二元运算的闭合性写成

· : G×G −→ G.

这表示任意两个 G 中的元素经过这条规则得到的 gh 仍属于 G。结合律

(gh)k = g(hk)

说明三次运算的分组方式不影响结果，但不表示 gh = hg；交换律是另一个独立条件。

说明 5.2（读群时必须同时读集合和运算） “G 是一个群”不是只说 G 这堆元素，而是说
有一个二元运算已经被指定。同一个集合可以在不同运算下成为不同的群，甚至在某个运算
下不是群。例如 (Z,+) 是群，但 (Z,×) 不是群，因为 2 没有整数乘法逆元。群运算通常写
成乘法 gh，但也可以写成加法 g + h。加法记号下，单位元写作 0，逆元写作 −g，而“gh”
的顺序问题变成“g + h”是否等于“h+ g”。所以“乘法群”不一定是数字乘法，“交换群”
也不等于“使用加法记号”。
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定义 5.3（群） 群是一个集合 G 连同一个二元运算

· : G×G −→ G, (g, h) 7−→ gh,

满足对所有 g, h, k ∈ G：结合律 (gh)k = g(hk)；存在一个 e ∈ G，使 eg = ge = g；并且对
每个 g ∈ G，存在 g−1 ∈ G，使 gg−1 = g−1g = e。第一条控制多步组合，第二条提供“不做
任何事”，第三条保证每个变换可撤回。群元素可以是数字、矩阵、置换或几何变换。

定义 5.4（交换群） 若群 G 还满足

gh = hg (g, h ∈ G),

则称 G为交换群或阿贝尔群。交换性是群公理之外的额外性质；群的运算使用乘法记号，也
不意味着它一定交换。

例子 5.5（三个层次的群例子） Z 在加法下是无限交换群；Z/nZ 在加法下是有限交换群；
正方形的四个旋转在复合下组成循环群 C4，但这些旋转作为函数的复合仍然是一个群运算。
这三个例子提醒我们：群的元素不必是数，群的运算也不必是通常的乘法；“可逆且可组合”
才是核心。

定义 5.6（群的阶） 若群 G 是有限集合，则 G 的阶定义为元素的个数

|G|.

例如 |C4| = 4。若 G 是无限集合，则说 G 是无限群；这时不能把“阶”当作一个有限整数
来使用。

定义 5.7（元素的阶与循环群） 设 g ∈ G。若存在最小正整数 m 使

gm = e,

则称 m 为元素 g 的阶，记作 ord(g) = m；若不存在这样的正整数，则规定 ord(g) =∞。由
g 的所有整数次幂组成的子群

〈g〉 = {gn : n ∈ Z}

称为由 g 生成的循环子群。若 G = 〈g〉 对某个 g 成立，则称 G 为循环群，并称 g 为一个生
成元。
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例子 5.8（阶的两种读法） 在加法群 Z/6Z 中，元素 [2] 的阶是 3，因为

[2] + [2] + [2] = [6] = [0],

而 [2] 与 [2] + [2] = [4] 都不是 [0]。相反，[1] 的阶是 6，它生成整个 Z/6Z。这里乘法记号中
的 gn 在加法记号下写成 ng。

正式命题 5.9（循环子群的基本性质） 对任意 g ∈ G，〈g〉是 G的子群。若 ord(g) = m <∞，
则

〈g〉 = {e, g, g2, . . . , gm−1}, |〈g〉| = m.

证明. 整数次幂满足 gagb = ga+b，并且 (ga)−1 = g−a，所以 〈g〉 含单位元、对乘法封闭且对取
逆封闭。若 gi = gj 且 0 ≤ i < j < m，则 gj−i = e，与 m 的最小性矛盾；因此上式中的 m 个
元素互不相同。任意整数次幂都可用除以 m 的余数化为其中一个，因此它们恰好组成整个循环
子群。

定义 5.10（子群） 设 G 是群。子集 H ⊆ G 若在同一个乘法下本身也是群，就称为 G 的子
群，记作 H ≤ G。这里的“本身也是群”使用 G 的同一运算、同一单位元和同一逆元；它
不是只要是任意子集就自动成立。后面的子群判别命题会说明：非空以及 ab−1 ∈ H 的单一
条件足以检查这一要求。

定义 5.11（群的中心） 设 G 是群。它的中心定义为

Z(G) = {z ∈ G : zg = gz 对所有g ∈ G}.

因此，中心中的元素与群里的每一个元素都可交换；它们是“对所有对称变换都不改变次序”
的特殊元素。注意：中心不是“几何图形的中心”，而是由群运算定义的代数对象。

正式命题 5.12（群的单位元、逆元与逆序公式） 群的单位元唯一，任意元素的逆元唯一，并
且

(gh)−1 = h−1g−1.

证明. 若 e, e′ 都是单位元，则 e = ee′ = e′。若 u, v 都是 g 的逆元，则

u = ue = u(gv) = (ug)v = ev = v.

直接计算
(gh)(h−1g−1) = e, (h−1g−1)(gh) = e

即得逆元公式。
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正式命题 5.13（子群判别法） 若 H ⊆ G 非空，且对任意 a, b ∈ H 都有 ab−1 ∈ H，则 H

是 G 的子群。

证明. 取 a = b 得到单位元 e = bb−1 ∈ H；取 a = e 得到 b−1 ∈ H。对于任意 a, b ∈ H，由于
b−1 ∈ H，再次应用判别条件于 a 和 b−1，得到 a(b−1)−1 = ab ∈ H。因此 H 对乘法和取逆封闭，
并含有单位元，故为子群。

正式命题 5.14（中心是正规子群） 对任意群 G，中心 Z(G) 是 G 的正规子群。

证明. 若 z ∈ Z(G)，则 gzg−1 = zgg−1 = z，所以 gZ(G)g−1 ⊆ Z(G)；对 g−1 应用同样论证得
到反向包含，故 gZ(G)g−1 = Z(G)。

定义 5.15（陪集） 设 N ≤ G，g ∈ G。N 的左陪集是

gN = {gn : n ∈ N},

也就是把 N 中每个元素左乘 g 后得到的集合；右陪集类似地写作 Ng。陪集是集合，不是
群元素；不同代表元可能给出同一个陪集。

定义 5.16（群共轭） 设 N ≤ G，g ∈ G。集合

gNg−1 = {gng−1 : n ∈ N}

称为 N 在 g 下的群共轭。群共轭把子群或元素搬到群内部的另一个位置，是判断正规性的
基本操作。

例子 5.17（整数加法群中的陪集） 在群 (Z,+) 中，2Z = {2k : k ∈ Z} 是子群，两个陪集是

0 + 2Z = {. . . ,−4,−2, 0, 2, 4, . . .}, 1 + 2Z = {. . . ,−3,−1, 1, 3, 5, . . .}.

它们把整数分成偶数和奇数两类；这正是商群 Z/2Z 的两个元素。这里的“加上 2Z”不是
只加一个数，而是把一个集合整体平移。
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定义 5.18（子群指数） 设 H ≤ G。左陪集的集合记作

G/H := {gH : g ∈ G}.

它的元素是陪集而不是 G 中的点；若这个集合有限，则其元素个数

[G : H] := |G/H|

称为 H 在 G 中的指数。这里的记号暂时只表示左陪集的集合；只有在 H ⊴ G 时，它才自
动带有商群结构。

正式命题 5.19（陪集分割与等势） 设 H ≤ G。任意两个左陪集 gH, kH 要么相等，要么不
相交；并且对每个 g ∈ G，左乘映射

Lg : H −→ gH, h 7−→ gh

是双射。因此每个左陪集与 H 有相同的基数；当 G 有限时，

|G| = [G : H] |H|.

证明. 若 x ∈ gH ∩ kH，则 x = gh1 = kh2，从而 k−1g = h2h
−1
1 ∈ H。于是 gH = kH；这证明

不同陪集不能有交集。映射 Lg 的逆映射是 Lg−1 限制在 gH 上，所以它是双射。最后，有限群
G 被 [G : H] 个互不相交、每个大小为 |H| 的陪集分割，故得到计数公式。

正式定理 5.20（拉格朗日定理） 若 G 是有限群、H ≤ G，则

|H| | |G|, [G : H] =
|G|
|H|

.

特别地，对任意 g ∈ G，元素的阶满足

ord(g) = |〈g〉| | |G|.

证明. 第一式正是上一个命题的有限计数公式。由于 〈g〉 ≤ G，将 H = 〈g〉 代入即可得到元素阶
整除群阶。
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G 被陪集分成互不重叠的等大小块

H gH kH

|H| 个元素 |H| 个元素 |H| 个元素
|G| = |H|+ · · ·+ |H|︸ ︷︷ ︸

[G:H] 个陪集

图 20. 陪集先给出集合层面的分割；拉格朗日定理只使用这一步的计数，还没有使用正规性。

定义 5.21（正规子群） 设 N ≤ G 是已经定义的子群。它称为正规子群，记作 N ⊴ G，如果

gNg−1 = N (g ∈ G).

等价地，对所有 g ∈ G 有 gN = Ng。正规性保证左陪集的乘法可以不依赖代表元；这正是
商群能够存在的原因。

定义 5.22（商群） 设 N ⊴ G 是正规子群。所有左陪集先组成商集

G/N = {gN : g ∈ G}.

在这个集合上定义
(gN)(hN) = (gh)N

并由正规性保证其良定义；所得对象称为商群。商群的元素不是 G 中的单个元素，而是被
N 识别后的陪集。

正式命题 5.23（正规性的等价判据与商群运算） 对 N ≤ G，以下条件等价：

N ⊴ G ⇐⇒ gN = Ng 对所有g ∈ G.

若这些条件成立，则陪集乘法
(gN)(hN) := (gh)N

是良定义的群运算。若 N 不是正规子群，则一般不能在所有左陪集上用这个公式定义商群。

证明. 若 gNg−1 = N，两边右乘 g 得 gN = Ng；反过来，若 gN = Ng，两边右乘 g−1 得
gNg−1 = N。若 gN = g′N、hN = h′N，则可写成 g′ = gn1、h′ = hn2，其中 n1, n2 ∈ N。正规
性允许把 n1 穿过 h：存在 n′1 ∈ N 使 n1h = hn′1。于是

g′h′ = gn1hn2 = ghn′1n2 ∈ ghN,

所以 g′h′N = ghN，公式与代表元无关。结合律、单位陪集 N 和逆陪集 g−1N 都从 G 的群公
理继承。若 N 不正规，左陪集与右陪集可能不同，N 无法在搬动代表元时保持不变，代表元独
立性便可能失败。
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例子 5.24（一个非正规子群） 在 S3 中，H = {e, (12)} 是一个二阶子群，但不是正规子群，
因为

(123)H(123)−1 = {e, (23)} 6= H.

因此不能把所有左陪集直接按 (gH)(kH) = (gk)H 组成商群。这里“子群”只保证内部可组
合，“正规子群”才保证可以把整个群的元素压缩成陪集后仍保留群乘法。

定义 5.25（群作用） 群 G 作用在集合 X 上，是一个映射

G×X → X, (g, x) 7→ g · x,

满足
e · x = x, (gh) · x = g · (h · x).

它表示一组变换如何移动 X 中的对象。

定义 5.26（作用的核） 设 G 作用在 X 上。作用的核定义为

ker(作用) := {g ∈ G : g · x = x 对所有x ∈ X}.

它记录在这个作用中“完全看不见”的群元素：这些元素对 X 的每一点都产生恒等变换。

定义 5.27（忠实作用） 若群作用的核是平凡子群，即

ker(作用) = {e},

则称该作用为忠实作用。忠实的意思不是每个点都被移动，而是不同的群元素不会在整个 X

上实现成同一个自映射；某个特定点仍然可以有非平凡稳定子。

说明 5.28（作用的三个层次：移动、固定与看不见） 对一个点 x ∈ X，可以问三种不同的
问题：

对象 它记录什么
G · x 允许的群元素能把x 移到哪些位置

{g ∈ G : g · x = x} 哪些群元素把这个特定x 固定住
ker(作用) 哪些群元素把整个X 的每个点都固定住

把 g 对应的自映射记为 ρ(g) : x 7→ g · x，最后一个集合就是 ker(作用) = {g : ρ(g) = idX}，
其中 ρ 的正式构造在后面的“群作用就是一族可逆变换”命题中给出。一个不忠实的作用可
能把不同的群元素实现成同一个实际变换；因此“群有多大”和“实际看见了多少种变换”
是两个问题。
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定义 5.29（集合的对称群） 设 X 是集合。X 上的集合的对称群定义为

Sym(X) = {u : X → X : u 是双射},

运算是函数复合。恒等映射是单位元，双射的逆映射是群逆元；因此 Sym(X) 确实是一个
群。若 X = {1, . . . , n}，通常记 Sym(X) 为 Sn，其元素称为置换。

定义 5.30（群同态） 群 G,H 之间的映射 ϕ : G→ H 称为群同态，如果

ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h) (g, h ∈ G).

它只要求保持群运算，不自动要求单射或满射。这里的定义域和值域都是群，所以“保持结
构”具体就是把定义域中的乘法变成陪域中的乘法。

正式命题 5.31（群作用就是一族可逆变换） 对于每个 g ∈ G，映射

ρ(g) : X −→ X, ρ(g)(x) = g · x

是双射，其逆映射为 ρ(g−1)。因此群作用等价于一个群同态

ρ : G −→ Sym(X), ρ(gh) = ρ(g) ◦ ρ(h),

其中 Sym(X) 是 X 上所有双射组成的群。

证明. 由作用公理，
ρ(g−1)(ρ(g)(x)) = (g−1g) · x = x,

反向复合也同样成立，所以 ρ(g−1) 是 ρ(g) 的逆。又有

ρ(gh)(x) = (gh) · x = g · (h · x) = (ρ(g) ◦ ρ(h))(x).

定义 5.32（群同构） 若群同态 ϕ : G→ H 同时是双射，则称为群同构。群同构的逆映射也
保持群运算，因此它给出两个群之间的可逆结构保持对应。

正式命题 5.33（双射群同态的逆仍保持结构） 若 ϕ : G → H 是双射群同态，则对任意
h1, h2 ∈ H，

ϕ−1(h1h2) = ϕ−1(h1)ϕ
−1(h2), ϕ−1(eH) = eG.

因此“群同构”既可以定义为双射群同态，也等价于正向和逆向都保持群运算的双射。
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证明. 取 gi = ϕ−1(hi)。由同态性，

ϕ(g1g2) = ϕ(g1)ϕ(g2) = h1h2.

由 ϕ 的单射性，得到 ϕ−1(h1h2) = g1g2。又 ϕ(eG) = eH，故 ϕ−1(eH) = eG。

定义 5.34（同态的核） 设 ϕ : G→ H 是群同态。其核定义为

kerϕ = {g ∈ G : ϕ(g) = eH}.

它记录被同态压到目标单位元的全部元素。

定义 5.35（同态像） 设 ϕ : G→ H 是群同态。其像定义为

imϕ = {ϕ(g) : g ∈ G} ⊆ H.

它记录实际被命中的目标元素；它是否等于整个 H，正是满射性问题。

正式命题 5.36（同态的基本性质）

ϕ(eG) = eH , ϕ(g−1) = ϕ(g)−1.

此外，kerϕ 是 G 的正规子群。

证明. ϕ(eG) = ϕ(eGeG) = ϕ(eG)
2，在群 H 中左乘 ϕ(eG)

−1 得 ϕ(eG) = eH。又因为

eH = ϕ(e) = ϕ(gg−1) = ϕ(g)ϕ(g−1),

ϕ(g−1) = ϕ(g)−1。若 k ∈ kerϕ，则

ϕ(gkg−1) = ϕ(g)eHϕ(g)
−1 = eH ,

故核对共轭封闭。并且 eG ∈ kerϕ，若 k1, k2 ∈ kerϕ，则 ϕ(k1k
−1
2 ) = eH，所以核先由子群判别

法是子群，再由共轭封闭性正规。

正式命题 5.37（群同态的核与像判定单满性） 设 ϕ : G→ H 是群同态。则

ϕ 单射⇐⇒ kerϕ = {eG}, ϕ 满射⇐⇒ imϕ = H.

因此
ϕ 双射⇐⇒ kerϕ = {eG} 且 imϕ = H.

核记录“哪些输入被压成同一个单位元”，像记录“目标中实际命中了哪些元素”；它们分别
控制单射障碍与满射障碍。
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证明. 若 ϕ(g) = ϕ(h)，则 ϕ(h−1g) = eH，即 h−1g ∈ kerϕ。所以当核平凡时，h−1g = eG，从
而 g = h，得到单射。反之，若 ϕ 单射，ϕ(g) = eH = ϕ(eG) 便推出 g = eG，故核平凡。第二个
等价式正是像集和满射定义的改写；双射把两者合并。

正式命题 5.38（群同态的纤维就是核的陪集） 设 ϕ : G→ H 是群同态，K = kerϕ。对任
意 g, h ∈ G，

ϕ(g) = ϕ(h)⇐⇒ h−1g ∈ K ⇐⇒ gK = hK.

特别地，ϕ 的每条非空纤维都恰好是一个左陪集：

ϕ−1({ϕ(g)}) = gK.

因此，商集 G/K 正是在把 ϕ 无法区分的输入归为同一类；第一同构定理的下降映射就是把
每个这样的纤维送到它唯一的输出。

证明. 由同态性，
ϕ(g) = ϕ(h)⇐⇒ ϕ(h−1g) = eH ⇐⇒ h−1g ∈ K.

而 h−1g ∈ K 等价于 g = hk 对某个 k ∈ K 成立，也等价于 gK = hK。若 x ∈ ϕ−1({ϕ(g)})，则
ϕ(x) = ϕ(g)，所以 xK = gK，即 x ∈ gK；反向包含由 ϕ(gk) = ϕ(g)ϕ(k) = ϕ(g) 得到。

正式命题 5.39（同态像是子群） 若 ϕ : G→ H 是群同态，则 imϕ ≤ H。

证明. 像含有 eH = ϕ(eG)。若 a = ϕ(g)、b = ϕ(h) 属于像，则

ab−1 = ϕ(g)ϕ(h)−1 = ϕ(gh−1)

仍属于像。由子群判别法，imϕ 是 H 的子群。
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正式定理 5.40（第一同构定理） 设 ϕ : G→ H 是群同态。令

K = kerϕ, I = imϕ.

则 K ⊴ G，并且公式
ϕ : G/K −→ I, ϕ(gK) = ϕ(g)

定义了一个良定义的群同构。于是

G/ kerϕ ∼= imϕ.

这里“同构”表示存在双射群同态；“良定义”则保证同一个陪集不会因代表元不同而得到
两个不同的值。

证明. 先证正规性。若 k ∈ K、g ∈ G，则

ϕ(gkg−1) = ϕ(g)ϕ(k)ϕ(g)−1 = eH ,

所以 gkg−1 ∈ K；对 g−1 重复一次得到 gKg−1 = K。若 gK = g′K，则 g′−1g ∈ K，于是
ϕ(g′−1g) = eH，从而 ϕ(g) = ϕ(g′)。因此 ϕ 与代表元无关，是良定义的，并且

ϕ((gK)(hK)) = ϕ(ghK) = ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h).

它对 I 满射，因为 I 的元素按定义都形如 ϕ(g)。若 ϕ(gK) = ϕ(hK)，则 ϕ(g) = ϕ(h)，从而
ϕ(h−1g) = eH，即 h−1g ∈ K，所以 gK = hK；故它单射。因此 ϕ 是群同构。

G H

G/ kerϕ I = imϕ

ϕ

q

ϕ ∼=

ι
同一个输入先被 q 识别为陪集，
再由 ϕ 唯一对应到像中的输出

图 21. 第一同构定理的交换图。原同态满足 ϕ = ι◦ϕ◦q；核被商映射 q 压缩，剩下的商对象与像 I = imϕ

通过诱导映射 ϕ 同构。

例子 5.41（整数取模是群同态） 映射

q : Z −→ Z/nZ, q(k) = [k]

是加法群同态，且
ker q = nZ, im q = Z/nZ.

第一同构定理因此给出
Z/ ker q ∼= im q = Z/nZ.
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定义 5.42（轨道） 对 x ∈ X，其轨道为

G · x = {g · x : g ∈ G}.

也记作 OrbG(x)。它是 X 的子集，不是群元素，也不是一条带有时间顺序的路径；它记录
从 x 出发可以到达的全部位置。

定义 5.43（稳定子） 对 x ∈ X，其稳定子为

StabG(x) = {g ∈ G : g · x = x}.

它记录把这个特定点固定住的群元素，是 G 的子群。

定义 5.44（作用商） 定义 x ∼G y 当且仅当存在 g ∈ G 使 y = g · x。作用商定义为

X/G := X/∼G.

它把同一轨道中的点识别为一个商元素；这不是把轨道当成路径，而是把轨道当成等价类。

说明 5.45（轨道、稳定子与作用商的关系） G · x 是轨道，StabG(x) 是固定 x 的变换集合，
X/G 是所有轨道组成的集合。三者回答“能到哪里”“谁不动它”“把哪些点视为同一个”三
个不同问题。

正式命题 5.46（稳定子是子群，轨道是作用的等价类） StabG(x) ≤ G；并且

y ∈ G · x ⇐⇒ y ∼G x ⇐⇒ G · y = G · x.

因此轨道不是一条从 x 出发的路径，而是一个由等价关系确定的集合。

证明. 单位元固定 x，所以稳定子非空。若 a, b 都固定 x，则 (ab−1) · x = a · (b−1 · x) = a · x = x，
由子群判别法得稳定子是子群。第一项等价于轨道定义；若 y = g · x，则任意 h · y = (hg) · x 属
于 G · x，反向包含用 g−1 得到，所以两个轨道相等。若轨道相等，y ∈ G · y = G · x，反向推理
同样成立。

正式命题 5.47（轨道–稳定子双射与有限计数公式） 设群 G 作用在 X 上，x ∈ X，并令

H = StabG(x).

把 G/H 暂时理解为所有左陪集的集合；即使 H 不是正规子群，它也不一定是商群。则公式

Θx : G/H −→ G · x, Θx(gH) = g · x
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定义了一个良定义双射。特别地，当 G 是有限群时，

|G · x| = [G : H] 以及 |G| = |G · x| |H|.

这里 [G : H] 是左陪集的个数；有限情形下它等于 |G|/|H|。

证明. 先证良定义。若 gH = g′H，则 g′−1g ∈ H，所以 (g′−1g) · x = x。于是

g · x = g′ ·
(
(g′−1g) · x

)
= g′ · x.

因此同一个左陪集不会给出两个不同的轨道点。映射满射是轨道的定义：每个 y ∈ G · x 都写成
y = g · x = Θx(gH)。
若 Θx(gH) = Θx(g

′H)，则 g · x = g′ · x，左乘 g′−1 得 (g′−1g) · x = x，所以 g′−1g ∈ H，从
而 gH = g′H。故 Θx 单射。有限情形下，左陪集把 G 分成 |G|/|H| 个大小均为 |H| 的块；与
上面的双射合并即得计数公式。

正式命题 5.48（轨道关系确实是等价关系） 关系 x ∼G y ⇐⇒ ∃g ∈ G, y = g · x 具有：

x = e · x （自反性）; y = g · x⇒ x = g−1 · y （对称性）;

若 y = g · x、z = h · y，则

z = h · (g · x) = (hg) · x （传递性）.

因此 X/G 的确是一个商集合。

正式命题 5.49（轨道商的下降判别） 令

q : X −→ X/G, qquadq(x) = [x]∼G

为轨道商映射。对任意集合 Y 和映射 f : X → Y，以下两件事等价：

(i) 对所有 g ∈ G、x ∈ X，都有 f(g · x) = f(x)；

(ii) 存在唯一映射 f̄ : X/G→ Y，使 f = f̄ ◦ q。

换句话说，函数能够下降到轨道商，当且仅当它看不见群作用所改变的代表元。

证明. 若 f = f̄ ◦ q，则 q(g · x) = q(x)，所以 f(g · x) = f̄(q(g · x)) = f̄(q(x)) = f(x)。反过来，
若 f 在每条轨道上恒定，定义

f̄([x]) := f(x).

若 [x] = [x′]，则存在 g ∈ G 使 x′ = g · x，故假设给出 f(x′) = f(x)，所以公式良定义；显然
f = f̄ ◦ q。唯一性来自每个商类都有代表元。
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例子 5.50（四阶旋转群的一个完整算例） 令 G = C4 = {e, r, r2, r3}，其中 r4 = e，并让它
作用在 C 上：

r · z = iz.

取 x = 1，则四个群元素给出的像逐一为

e · 1 = 1, r · 1 = i, r2 · 1 = −1, r3 · 1 = −i.

所以
OrbC4(1) = {1, i,−1,−i}, StabC4(1) = {e},

从而
|C4| = 4 = |OrbC4(1)| | StabC4(1)| = 4 · 1.

同一个作用在 x = 0 上则给出 OrbC4(0) = {0} 和 StabC4(0) = C4。这说明轨道大小不是只
由群决定的，还由群作用的对象决定。

实轴

虚轴

1 = x

i = r · 1

−1 = r2 · 1

−i = r3 · 1

0 固定

红点 1 的轨道有四个点；中心点 0 的轨道只有一个点。

图 22. C4 作用在复平面上的具体轨道：r 是逆时针 90◦ 旋转。

G · x：从 x 可以到达的全部位置

x

g1x

g2x

g3x

g1 g2

g3g4

StabG(x)

把 x 固定
住的变换

图 23. 群作用的两个互补视角：轨道记录“能移动到哪里”，稳定子记录“哪些变换没有移动它”。

5.2 从群到环、域与模：代数结构的下一层
群只记录一种运算及其可逆性；当我们同时需要加法、乘法和“数乘”时，就进入环、域和模。
这里的“模”是英文 module 的音译，表示一种代数对象；它和后文的“模空间”英文 moduli
space 不是同一个概念。
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定义 5.51（环） 一个有单位的环 R 是一个集合，带有加法和乘法，使得 (R,+) 是交换群，
乘法结合，且满足分配律

a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc.

还存在乘法单位元 1R，使 1Ra = a1R = a。本路线主要使用交换环；不要求乘法可逆。

说明 5.52（环的平凡性约定） 除非另有说明，这里的环允许出现零环 0R = 1R；有些教材
把 0R 6= 1R 作为“非平凡环”的额外约定。后文定义域时会明确要求非零，因此不会把这两
种约定混在一起。

定义 5.53（交换环） 若环 R 还满足 ab = ba 对所有 a, b ∈ R 成立，则称为交换环。交换性
是环上的额外条件，不属于所有环的定义。

定义 5.54（域） 这里“非零交换环”明确表示 0K 6= 1K；域的非零元素是指 a 6= 0K，而不
是仅仅指 a 不是某个形式上的符号。域是一个非零交换环，并且每个非零元素 a 6= 0 都有乘
法逆元 a−1，满足 aa−1 = 1。典型例子是

Z 是交换环但不是域, Q,R,C 都是域.

一般的商环仍有加法和乘法，但其中某些非零元素可能没有逆元；整数商环的精确判据另列
为命题。

正式命题 5.55（素数模判据） 对整数 n ≥ 2，商环 Z/nZ 是域，当且仅当 n 是素数。

证明. 若 n 是素数，则每个非零剩余类 [a] 都满足 gcd(a, n) = 1；由 Bézout 等式存在整数 u, v

使 au + nv = 1，所以 [a][u] = [1]，每个非零元素都有逆元。若 n 合数，写成 n = ab，其中
1 < a < n、1 < b < n，则 [a] 6= [0]、[b] 6= [0]，但 [a][b] = [n] = [0]。因此存在非零零因子，不可
能是域。

定义 5.56（零因子） 设 R 是有单位的交换环。非零元素 a ∈ R 称为零因子，如果存在非
零元素 b ∈ R 使

ab = 0.

零因子说明乘法可能“丢失信息”：不能从 ab = ac 自动约去非零的 a。域没有零因子。

定义 5.57（整环） 整环是一个非零交换环 R，并且没有非零零因子：

ab = 0, a, b ∈ R =⇒ a = 0 或 b = 0.
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因此在整环中可以对非零因子约去；但整环只保证“没有零因子”，不保证每个非零元素都
有乘法逆元。Z 是整环而不是域，Q 是域因而也是整环。

定义 5.58（环的特征） 设 R 是有单位的环。记

n1R = 1R + · · ·+ 1R︸ ︷︷ ︸
n 次

(n ≥ 1).

如果存在正整数 n 使 n1R = 0，则其中最小的正整数称为 R 的特征，记为 charR；如果不
存在这样的正整数，则规定 charR = 0。例如 charZ = 0，而 char(Z/nZ) = n。

正式命题 5.59（域的特征只能是零或素数） 若 K 是域，则 charK = 0 或为素数。特别地，
在特征 2 中 −1K = 1K。

证明. 若 charK = mn 可分解为两个大于 1 的整数，则

(m1K)(n1K) = (mn)1K = 0.

由于域没有零因子，m1K = 0 或 n1K = 0，与特征的最小性矛盾。因此非零特征必须为素数。特
征 2 时 1K + 1K = 0，两边加上 −1K 即得 1K = −1K。

例子 5.60（非零元素也可能相乘得到零） 在商环 Z/4Z 中，[2] 6= [0]，但

[2][2] = [4] = [0].

由 零因子的定义，[2] 是零因子。它说明“有乘法”不等于“每个非零元素都能除”；域不仅
要求有加法和乘法，还要求所有非零元素都有乘法逆元。

集 合
只谈元素

交换加法群
可以相加、取负

环
再加入乘法
与分配律

域
非零元素可除

模
允许环中的
标量作用

域是环的特殊分支；模是让
一个环作用在另一个加法
群上的另一条分支。

图 24. 群、环、域和模的结构关系；域与模不是上下级的同一条链。
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定义 5.61（理想） 交换环 R 的理想 I ⊆ R 是一个加法子群，并且满足

ra ∈ I (r ∈ R, a ∈ I).

这个吸收性质表示理想能吸收来自环的乘法，是构造商环的关键条件。

定义 5.62（商环） 设 I 是交换环 R 的理想。商集 R/I 的元素写作陪集 a+ I，并定义

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I, (a+ I)(b+ I) = (ab) + I

得到商环；理想的吸收性质保证这些运算与代表元的选择无关。

定义 5.63（环同态） 环 R,S 之间的映射 ϕ : R → S 称为环同态，如果保持加法、乘法和
单位元：

ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b), ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), ϕ(1R) = 1S .

定义 5.64（环同态的核） 环同态 ϕ : R→ S 的核定义为

kerϕ := {a ∈ R : ϕ(a) = 0S}.

它记录被环同态压到目标零元的元素。

正式命题 5.65（环同态的核是理想） 若 ϕ : R→ S 是交换环同态，则 kerϕ 是 R 的理想。

证明. 由加法保持性，ϕ(0R) = 0S，且若 a, b ∈ kerϕ，则 ϕ(a− b) = ϕ(a)− ϕ(b) = 0S，所以核
是加法子群。若 r ∈ R、a ∈ kerϕ，则 ϕ(ra) = ϕ(r)ϕ(a) = 0S，故 ra ∈ kerϕ。

定义 5.66（环同态的像） 环同态 ϕ : R→ S 的像定义为

imϕ := {ϕ(a) : a ∈ R} ⊆ S.

它是 S 中实际被命中的元素所组成的子环；ϕ 是满射当且仅当 imϕ = S。

定义 5.67（环同构） 若环同态 ϕ : R→ S 同时是双射，则称为环同构。它的逆映射自动保
持加法、乘法和单位元，因此两个环在环论中具有完全相同的结构。
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正式命题 5.68（环同态的像是子环） 若 ϕ : R → S 是环同态，则 imϕ 对加法、取负和乘
法封闭，并含有 1S；因而它是 S 的含单位子环。

证明. ϕ(0R) = 0S、ϕ(1R) = 1S，且对 a, b ∈ R 有

ϕ(a)− ϕ(b) = ϕ(a− b), ϕ(a)ϕ(b) = ϕ(ab).

所以像对加法差和乘法封闭，并含有目标单位元 1S。

正式定理 5.69（环的第一同构定理） 设 ϕ : R→ S 是交换含单位环同态。令

K = kerϕ, I = imϕ.

则 K 是 R 的理想，且公式

ϕ : R/K −→ I, ϕ(a+K) = ϕ(a)

给出一个环同构。因此
R/ kerϕ ∼= imϕ.

证明. 核为理想已由前面的命题证明。若 a+K = b+K，则 a− b ∈ K，所以 ϕ(a− b) = 0，从
而 ϕ(a) = ϕ(b)，故公式良定义。它保持两种运算和单位元：

ϕ((a+K) + (b+K)) = ϕ(a+ b) = ϕ(a) + ϕ(b),

ϕ((a+K)(b+K)) = ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), ϕ(1R +K) = 1S .

它到 I 满射是像的定义；若 ϕ(a + K) = ϕ(b + K)，则 ϕ(a − b) = 0，即 a − b ∈ K，所以
a+K = b+K，故它单射。

定义 5.70（模） 设 R 是有单位环。一个左 R-模是一个交换加法群 (M,+)，以及一个标量
作用

R×M −→M, (r,m) 7−→ rm,

满足

r(m1+m2) = rm1+rm2, (r1+r2)m = r1m+r2m, (r1r2)m = r1(r2m), 1Rm = m.
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说明 5.71（模与向量空间的关系） 当环 R 是域 K 时，K-模就是通常的 K-向量空间；因此

向量空间 =域上的模, 线性映射 =域上模同态.

但 Z-模只是交换加法群：标量 n ∈ Z 的作用就是重复相加或取相反元。这里是关系说明，不
是模定义的一部分。

定义 5.72（子模） 设 M 是左 R-模。子集 N ⊆M 若非空，并且满足

u− v ∈ N (u, v ∈ N), rn ∈ N (r ∈ R,n ∈ N),

则称为子模，记作 N ≤R M。第一条使 N 成为 M 加法群的子群，第二条使它对标量作用
封闭；不能只说“对加法封闭”而遗漏非空条件，因为空集会对某些封闭性表述真空成立。

定义 5.73（商模） 设 M 是左 R-模，N ≤R M 是子模。把

m ∼N m′ ⇐⇒ m−m′ ∈ N

定义为等价关系，商模的底层集合为

M/N := {m+N : m ∈M}.

其加法与标量作用分别定义为

(m+N) + (m′ +N) := (m+m′) +N, r(m+N) := rm+N.

子模的封闭性保证这些运算与代表元选择无关；因此商模是“把相差一个 N 中元素的向量
视为相同”得到的模。

正式命题 5.74（商模关系与运算的良定义性） 设 N ≤R M。则 ∼N 是等价关系，并且

(m+N) + (m′ +N) := (m+m′) +N, r(m+N) := rm+N

与代表元的选择无关。

证明. 自反性来自 m − m = 0 ∈ N；对称性来自 m − m′ ∈ N ⇒ m′ − m ∈ N；传递性来自
m−m′ ∈ N 和 m′ −m′′ ∈ N 相加得到 m−m′′ ∈ N。若 m+N = m̃+N、m′ +N = m̃′ +N，
则 m− m̃,m′ − m̃′ ∈ N，所以

(m+m′)− (m̃+ m̃′) ∈ N.

同理，若 m − m̃ ∈ N，则 r(m − m̃) ∈ N；故加法和标量作用均不依赖代表元。模公理随后从
M 的模公理逐项继承。
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定义 5.75（模同态） 左 R-模 M,M ′ 之间的映射 f :M →M ′ 若满足

f(m1 +m2) = f(m1) + f(m2), f(rm) = rf(m),

则称为模同态。它同时保持加法结构和环标量作用。

定义 5.76（模同态的核） 设 f :M →M ′ 是左 R-模同态。定义

ker f := {m ∈M : f(m) = 0M ′}.

它记录被压到目标零向量的输入。

定义 5.77（模同态的像） 设 f :M →M ′ 是左 R-模同态。其像定义为

im f := {f(m) : m ∈M} ⊆M ′.

它记录实际命中的输出。

正式命题 5.78（模同态的核和像是子模） 若 f :M →M ′ 是左 R-模同态，则 ker f ≤R M，
im f ≤R M ′；并且 f 单射当且仅当 ker f = {0M}，满射当且仅当 im f =M ′。

证明. 由 f(0M ) = 0M ′，核非空。若 u, v ∈ ker f，则 f(u−v) = f(u)−f(v) = 0，所以核对加法差
封闭；若 r ∈ R，则 f(ru) = rf(u) = 0，故核是子模。像含有 0M ′ = f(0M )；若 a = f(u), b = f(v)，
则

a− b = f(u− v), ra = rf(u) = f(ru),

所以像也是子模。最后，若 f(u) = f(v)，则 f(u− v) = 0，即 u− v ∈ ker f；核只有零元当且
仅当 u = v，这正是单射。像等于陪域正是满射定义。

定义 5.79（模同构） 若模同态 f :M →M ′ 是双射，则称为模同构。这就是域上通常所说
的线性同构；“线性”强调保持加法和标量乘法，“双射”保证每个目标向量恰有一个原像。
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正式定理 5.80（模的第一同构定理） 设 f :M →M ′ 是左 R-模同态。则

f :M/ ker f −→ im f, f(m+ ker f) = f(m)

是一个模同构。因此
M/ ker f ∼= im f.

证明. 若 m+ ker f = n+ ker f，则 m− n ∈ ker f，于是 f(m) = f(n)，所以公式良定义。它保
持加法和标量作用：

f((m+K) + (n+K)) = f(m+ n) = f(m) + f(n), f(r(m+K)) = f(rm) = rf(m),

其中 K = ker f。到像的满射性来自像的定义。若 f(m+K) = f(n+K)，则 f(m− n) = 0，即
m− n ∈ K，故两个陪集相同；因此它也是单射。

说明 5.81（同态的统一读法） 群、环和模中的“同态”共享同一条逻辑：先指定要保持的
运算，再要求映射把这些运算的等式送成目标中的等式。因此同态会自动保持由这些运算表
达出来的派生对象：

结构 必须保持的规则 核 像
群 ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h) 正规子群 子群
交换环 +, ·, 1 理想 含单位子环
R-模 +, R 的标量作用 子模 子模

例如群中的单位元与逆元、环中的零元与负元、模中的零向量与负向量，都不是额外加上的
“魔法规则”，而是由同态方程推导出来的。核和像也不是只凭相似命名：它们之所以能够构
成相应的子结构，正是因为同态保持相应运算。

同态不要求单射或满射；若再要求双射，就得到相应类别的同构。第一同构定理则把“被
核压掉的信息”和“实际留下的像”精确联系起来：

原对象/核 ∼= 像.

这里的三个版本分别对群、交换含单位环和模给出；本书只在这些明确的结构假设下使用它
们，不能把群版本不加说明地套到任意映射上。

为什么要区分这些结构。 同一个底层集合可以携带不同结构。例如 Z 可以看作加法群，也可以
看作环，还可以看作自身上的模；每一次升级都允许更多问题，但也增加了必须保持的运算。常
见的结构链是

群：可组合的对称 −→ 环：加法与乘法同时存在
域：非零元素可除 −→ 模：在环上进行线性组合.

理想与商环、子模与商模分别把“允许忽略的误差”组织成可计算的商对象；这和群的正规子群
与商群完全平行，但正规性在交换环中由理想的吸收性质取代。
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模（module）和模空间（moduli space）的区别。 模 M 是一个带有加法和标量作用的代数对象；
模空间M 是一个参数空间，其点代表某类几何或代数对象的同构类。例如，Rn 可以是一个模，
而M(S) 表示曲面模问题的参数空间。二者符号可能相似，但对象类型、映射和等价关系都不
同。

中文说法 英文与记号 它究竟是什么

模 n modulo n，a ≡ b

(mod n)

同余关系，或由它构造出的商环 Z/nZ

模 module，RM 环 R 作用下的交换加法群
模空间 moduli space，M 用点参数化某类对象同构类的几何空间
模函数 modular function，

f(γτ) = f(τ)

在离散群作用下下降到商空间的不变量函数

读到“模”字时，先看它附近是整数 n、环 R、几何空间M，还是群作用下的函数 f。这
四种用法来自不同理论，不能仅凭中文词形互相替换。

5.3 需要掌握的代数例子

定义 5.82（向量空间） 设 K 是一个域。一个 K-向量空间是一个交换加法群 (V,+)，连同
一个标量作用

K × V −→ V, (λ, v) 7−→ λv,

满足

λ(v + w) = λv + λw, (λ+ µ)v = λv + µv, (λµ)v = λ(µv), 1Kv = v.

其中 V 的元素称为向量，K 的元素称为标量；核心是可以相加并进行标量线性组合。

定义 5.83（线性映射） 设 V,W 是 K-向量空间。映射 T : V →W 称为线性映射，如果

T (u+ v) = T (u) + T (v), T (λv) = λT (v).

它保持向量的加法和标量线性组合，但不必是单射、满射或双射。

定义 5.84（双线性映射） 设 V,W,U 是同一域 K 上的向量空间。映射

B : V ×W −→ U

称为双线性映射，如果固定其中一个变量后，关于另一个变量都是线性映射；也就是

B(v1 + v2, w) = B(v1, w) +B(v2, w), B(λv,w) = λB(v, w),
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并且
B(v, w1 + w2) = B(v, w1) +B(v, w2), B(v, λw) = λB(v, w).

“双”不是说输出有两个，而是说有两个输入位置，并且两个位置分别满足线性规则。矩阵乘
法、内积和张量积的基本映射都是双线性或由双线性构造出来的。

定义 5.85（内积与范数） 在实向量空间 V 上，内积是一个双线性映射

〈 , 〉 : V × V −→ R

满足对称性和正定性：

〈v, w〉 = 〈w, v〉, 〈v, v〉 > 0 (v 6= 0).

由内积定义范数或长度
‖v‖ :=

√
〈v, v〉.

在 Rn 中，标准内积是
〈v, w〉 =

n∑
i=1

viwi.

在复向量空间中，通常把“对称双线性”替换为“共轭对称的半双线性”（Hermitian）条件；
本文写出复向量的内积时会说明所用约定。

定义 5.86（复向量空间上的 Hermitian 内积） 设 V 是复向量空间。一个 Hermitian 内积是
映射

h : V × V −→ C

满足：对第一变量复线性、对第二变量共轭线性，

h(λv1 + µv2, w) = λh(v1, w) + µh(v2, w),

h(v, λw1 + µw2) = λh(v, w1) + µh(v, w2),

并满足共轭对称性和正定性

h(v, w) = h(w, v), h(v, v) > 0 (v 6= 0).

于是 ‖v‖ =√h(v, v) 是实数。部分教材采用“第一变量共轭线性、第二变量线性”的相反约
定；两种约定只差记号位置，使用公式时必须先说明采用哪一种。

正式命题 5.87（内积产生的基本不等式）在带内积的实向量空间中，对任意 v, w有 Cauchy–
Schwarz 不等式

|〈v, w〉| ≤ ‖v‖ ‖w‖,
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以及三角不等式
‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖.

因此内积诱导的长度确实满足距离所需的基本几何规则。

证明. 若 w = 0，Cauchy–Schwarz 显然成立。若 w 6= 0，由正定性，对任意实数 t 都有

0 ≤ ‖v − tw‖2 = ‖v‖2 − 2t〈v, w〉+ t2‖w‖2.

这个关于 t 的二次多项式判别式不大于零，故 〈v, w〉2 ≤ ‖v‖2‖w‖2。再展开

‖v + w‖2 = ‖v‖2 + 2〈v, w〉+ ‖w‖2 ≤ (‖v‖+ ‖w‖)2

即可得到三角不等式。

定义 5.88（基与维数） 向量空间 V 的一组基是一个向量组 (e1, . . . , en)，满足：

(a) 每个 v ∈ V 都能写成 v =
∑

i λiei（张成性）；

(b) 若 ∑
i λiei = 0，则所有 λi = 0（线性无关性）。

若存在有限基，基中向量的个数 n 称为 V 的维数，记作 dimV = n。基为每个向量提供唯
一坐标，而不是给空间增加新的元素。

定义 5.89（对偶空间与协向量） 设 V 是 K-向量空间。所有从 V 到 K 的线性映射组成的
向量空间

V ∗ := HomK(V,K)

称为 V 的对偶空间。其中的元素 α : V → K 称为协向量或线性函数；它不是把一个方向变
成另一个方向，而是给一个方向读出一个标量。向量与协向量之间有自然配对

〈α, v〉 := α(v).

若 V 有基 e1, . . . , en，则存在唯一对偶基 e1, . . . , en ⊆ V ∗，满足

ei(ej) = δij .

有限维时 dimV ∗ = dimV，但“维数相同”不等于“向量和协向量本来就是同一个对象”；
要把二者互相识别，需要额外选择内积。
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定义 5.90（多线性映射） 设 V1, . . . , Vr, U 是 K-向量空间。映射

B : V1 × · · · × Vr −→ U

称为多线性映射，如果固定除第 i 个变量以外的所有变量后，它关于第 i 个变量是线性的，
对每个 i 都成立。因此双线性映射是 r = 2 的特例，线性函数是 r = 1 且 U = K 的特例。

定义 5.91（交替映射） 设 A : V k → U 是 k-线性映射。若交换任意两个输入会变号，即

A(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vk) = −A(v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vk),

则称 A 为交替映射。在实数或复数上，这等价于只要两个输入相同就有 A(v1, . . . , vk) = 0。
行列式和微分形式都是交替性的重要例子；交替性记录了交换方向时定向符号如何变化。

定义 5.92（特征值与特征向量） 设 T : V → V 是线性映射。若存在非零向量 v 6= 0 和标量
λ ∈ K，使

T (v) = λv,

则称 v 是 T 的特征向量，λ 是相应的特征值。所有满足 T (v) = λv 的向量连同零向量组成
特征空间

Eλ(T ) := ker(T − λ idV ).

特征值描述某些特殊方向在 T 下只发生伸缩而不改变方向；并非每个线性映射都有实特征
向量，也不是任意非零向量都是特征向量。

例子 5.93（同一个线性变换的特殊方向） 令 T (x, y) = (2x, y)。e1 = (1, 0) 是特征值 2 的特
征向量，e2 = (0, 1) 是特征值 1 的特征向量；一般的 (x, y) 同时含有两个方向，除非 x = 0

或 y = 0，否则 T (x, y) 不会与 (x, y) 平行。相反，平面上的非零旋转通常没有实特征向量：
旋转后的箭头方向已经改变，而不是只被乘以一个实数。

正式命题 5.94（基坐标与矩阵表示） 设 V,W 分别有基 (e1, . . . , en)、(f1, . . . , fm)，且 T :

V →W 是线性映射。则 T 唯一决定一个 m× n 矩阵 A，使得对所有 v ∈ V，

[T (v)]f = A[v]e.

反过来，每个这样的矩阵都定义一个线性映射。

证明. 由线性性，T 在任意向量上的值由基向量的像决定：

T
(∑

i

λiei

)
=
∑
i

λiT (ei).
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把 T (ei) 在 f -基下的坐标作为矩阵 A 的第 i 列，就得到公式。基表示的唯一性保证 A 唯一；反
向由矩阵乘法直接验证加法和标量保持性。

说明 5.95（线性代数的最小桥梁） 集合 K2 中的元素写成列向量

v =

x
y

 .

选定基向量 e1, e2 后，线性映射 T : K2 → K2 完全由 T (e1), T (e2) 决定；把这两个像作为两
列排成矩阵 A，就得到 T (v) = Av。若 T (v) = Av、U(v) = Bv，则

(U ◦ T )(v) = B(Av) = (BA)v.

所以矩阵乘法表示线性映射的复合，单位矩阵表示恒等映射，可逆矩阵表示有逆的线性映射；
后面的 GL2 正是把这些可逆线性变换组织成群。

定义 5.96（线性映射的核） 对线性映射 T : V →W，其核定义为

kerT = {v ∈ V : T (v) = 0W }.

它记录被 T 压到零向量的全部方向。

定义 5.97（线性映射的像） 对线性映射 T : V →W，其像定义为

imT = T (V ) = {T (v) : v ∈ V } ⊆W.

线性性保证 imT 是 W 的子空间。

定义 5.98（秩） 若 V,W 是有限维向量空间，线性映射 T : V →W 的秩定义为

rankT := dim(imT ).

它是输出空间中真正被使用的独立方向数。

正式命题 5.99（线性映射的单射判据与秩–零化度公式） 设 T : V →W 是线性映射，则

T 单射⇐⇒ kerT = {0}, T 满射⇐⇒ imT =W.

若 V 有限维，则
dimV = dim(kerT ) + dim(imT ).

这里 dim(kerT ) 称零化度；它量化了多少个独立方向被压扁为零。
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证明. 若 T (v1) = T (v2)，线性性给出 T (v1 − v2) = 0。因此核只有零向量当且仅当 v1 = v2，得
到单射判据；满射判据只是像集定义的展开。对有限维情形，取核的一组基并把它扩充为 V 的
一组基，其余基向量的像构成 imT 的一组基，故维数相加。

例子 5.100（投影为何不是单射）

π : R2 → R, π(x, y) = x

是满射，但不是单射，因为 π(0, 1) = π(0, 2) = 0。其核为 {(0, y) : y ∈ R}，即 y-轴；这个一
维核正是被投影压掉的方向。

定义 5.101（二阶矩阵空间） 设 R 是带 1 的交换环。二阶矩阵空间 M2(R) 是所有

A =

a b

c d

 , a, b, c, d ∈ R

组成的集合。矩阵可以逐项相加；矩阵乘法定义为a b

c d

e f

g h

 =

ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

 .

单位矩阵为

I2 =

1R 0

0 1R

 .

定义 5.102（二阶行列式） 对

A =

a b

c d

 ∈M2(R),

其行列式定义为
detA = ad− bc.

它把矩阵的有向面积缩放信息编码成环 R 中的一个元素；在 R = R 时，绝对值 | detA| 是
面积缩放因子，符号记录取向是否反转。

定义 5.103（可逆矩阵） 矩阵 A ∈M2(R) 称为可逆，如果存在 B ∈M2(R) 使

AB = BA = I2.

这样的 B 称为 A 的逆矩阵；它是唯一的。
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定义 5.104（一般线性群） 所有可逆二阶矩阵组成的集合记为

GL2(R) := {A ∈M2(R) : A 可逆},

称为一般线性群。这里“可逆”是相对于矩阵乘法说的：对 A ∈ GL2(R)，必须存在同样属
于 M2(R) 的 A−1，满足

AA−1 = A−1A = I2.

所以 GL2(R) 的元素是矩阵，运算是矩阵乘法，单位元是 I2，逆元是矩阵逆；它不是“所有
二阶矩阵”的集合，也不是把行列式当作运算的新对象。系数环 R 很重要：同一个矩阵在
Q 中可逆，不代表它在 Z 中也可逆。

定义 5.105（特殊线性群） 定义

SL2(R) := {A ∈M2(R) : detA = 1R},

称为特殊线性群。它筛选出行列式等于单位元的矩阵；由于 detA = 1R 是单位，伴随矩阵
公式说明这类矩阵自动可逆，故

SL2(R) ⊆ GL2(R).

在实二维几何中，detA = 1 表示保持有向面积和方向；它仍然允许剪切、旋转、非等比例的
面积保持拉伸，并不意味着保持长度或角度。

例子 5.106（系数环决定“可逆”的含义） 考虑三个矩阵

I2 =

1 0

0 1

 , U =

1 1

0 1

 , D =

2 0

0 1

 .

前两个在 SL2(Z) 中，且

U−1 =

1 −1

0 1

 .

矩阵 D 在 GL2(Q) 中可逆，逆矩阵为 diag(1/2, 1)，但它不在 GL2(Z) 中，因为逆矩阵不再
是整数矩阵。矩阵

N =

1 0

0 0


在任何非零系数域上都不可逆；它把第二个坐标方向压成零，因而行列式为零。这个例子区
分了“矩阵作为公式可写出来”和“矩阵在指定系数环中有逆”。
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正式命题 5.107（一般线性群和特殊线性群的群结构） GL2(R) 在矩阵乘法下是群，SL2(R)

是它的正规子群。

证明. 若 A =

a b

c d

 且 detA = 1R，则伴随矩阵公式给出

A−1 =

 d −b

−c a

 ,

所以每个 SL2(R) 中的矩阵确实可逆，因而 SL2(R) ⊆ GL2(R)。矩阵乘法结合，单位矩阵 I2

是单位元；可逆矩阵的逆仍可逆，所以 GL2(R) 是群。若 A,B ∈ SL2(R)，则行列式乘法公式
给出 det(AB) = 1R，且 det(A−1) = det(A)−1 = 1R，所以 SL2(R) 是子群。若 P ∈ GL2(R)、
A ∈ SL2(R)，则 det(PAP−1) = det(P ) det(A) det(P )−1 = 1R，故它对共轭封闭，从而正规。

正式命题 5.108（二维矩阵的行列式与可逆判据） 对 A,B ∈M2(R)，有

det(AB) = det(A) det(B).

若 R = K 是域，则
A ∈ GL2(K)⇐⇒ detA 6= 0;

若 R = Z，则
A ∈ GL2(Z)⇐⇒ detA = ±1.

证明. 对 2 × 2 矩阵直接展开 AB 的四个条目，整理后得到行列式乘法公式。若 K 是域且
detA 6= 0，则伴随矩阵公式

A−1 =
1

detA

 d −b

−c a


给出逆矩阵；反之若 A 可逆，行列式乘法给出 1 = det(I2) = det(A) det(A−1)，所以 detA 6= 0。
在 Z 中，可逆整数的行列式必须是 Z 的单位，即 ±1；若 detA = ±1，上面的伴随矩阵乘以 ±1
仍是整数矩阵，故给出整数逆矩阵。

正式命题 5.109（SL2 的中心计算） 设 K 是域。则

Z(SL2(K)) = {λI2 : λ ∈ K×, λ2 = 1}.

证明. 令

U =

1 1

0 1

 , L =

1 0

1 1

 .
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它们都属于 SL2(K)。若 A =

a b

c d

与 U 及 L都交换，比较 AU = UA的条目先得 c = 0, a = d，

再比较 AL = LA 得 b = 0。故 A = λI2。若再要求 A ∈ SL2(K)，则 1 = detA = λ2；反过来这
样的标量矩阵显然与所有矩阵交换。

定义 5.110（SL2(Z)） 将前面定义的特殊线性群取 R = Z，得到

SL2(Z) = {A ∈M2(Z) : detA = 1}.

它是 GL2(Z) 的子群。其标量中心子群为

I2 =

1 0

0 1

 , −I2 =

−1 0

0 −1


组成中心子群 {±I2}，因而是正规子群；这里暂时只固定整数系数的特殊线性群。

定义 5.111（PSL2(Z)） 定义

PSL2(Z) = SL2(Z)/{±I2}.

因此 PSL2(Z) 的一个元素是陪集
[A] = {A,−A},

而不是某个唯一的矩阵；商群运算定义为

[A] [B] = [AB].

这个公式与代表元的选择无关，因为把 A 或 B 换成负矩阵只会使 AB 同时变号。特别地
[I2] = [−I2]，而 S 与 −S 在 PSL2(Z) 中也是同一个元素。

定义 5.112（PGL2(K)） 设 K 是域。非零标量矩阵组成中心子群

K×I2 = {λI2 : λ ∈ K×}.

射影一般线性群定义为
PGL2(K) := GL2(K)/(K×I2).

它把相差一个非零整体标量的可逆矩阵识别为同一个射影变换；写 [A] = {λA : λ ∈ K×}，
商群运算为 [A][B] = [AB]。这里识别的是矩阵的整体尺度，而不是逐项把矩阵元素相等化。
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定义 5.113（PSL2(K)） 设 K 是域。射影特殊线性群定义为

PSL2(K) := SL2(K)/Z(SL2(K)).

由中心计算命题，
Z(SL2(K)) = {λI2 : λ ∈ K×, λ2 = 1}.

当 K 的特征不为 2时，λ2 = 1恰好给出 λ = ±1，所以中心是 {±I2}；在特征 2时 −I2 = I2，
所以中心只有 I2。整数情形的 PSL2(Z) 是前一个定义的特例。其元素也写成 [A]，乘法由
[A][B] = [AB] 给出；方括号表示“忘掉中心中的标量选择”，并不表示 A 本身被删去。

正式命题 5.114（PSL2 与 PGL2 的自然比较） 包含映射 SL2(K) ↪→ GL2(K) 诱导一个单
射群同态

ι : PSL2(K) ↪→ PGL2(K).

其像由下列射影矩阵类组成：

im ι =
{
[A] ∈ PGL2(K) : detA ∈ (K×)2

}
, (K×)2 := {λ2 : λ ∈ K×}.

因此若 K× = (K×)2，例如 K 是代数闭域，则 PSL2(K) = PGL2(K)；一般的域上二者不
必相等。

证明. 把 A ∈ SL2(K)的类送到它在 PGL2(K)中的类。这个定义良好，因为 Z(SL2(K)) ⊆ K×I2。
其核是 SL2(K) ∩K×I2 = Z(SL2(K))，故由群同态的核判据得到单射。若 [A] 属于像，则存在
λ ∈ K× 使 λA ∈ SL2(K)，于是 λ2 detA = 1，从而 detA = (λ−1)2 是非零平方。反过来，若
detA = µ2，则 µ−1A ∈ SL2(K)，所以 [A] 来自 PSL2(K)。这就给出所述像的精确描述。

例子 5.115（二维矩阵的坐标计算） 若

A =

a b

c d

 , B =

e f

g h

 ,

则

AB =

ae+ bg af + bh

ce+ dg cf + dh

 .

对于列向量 v = (x, y)T，

Av =

ax+ by

cx+ dy

 .
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当 R 是域且 ad− bc 6= 0 时，

A−1 =
1

ad− bc

 d −b

−c a

 ;

直接相乘可验证 AA−1 = A−1A = I2。当 R = Z 时，detA = ±1 才能保证这个逆矩阵仍具
有整数系数。

定义 5.116（射影直线与标量识别） 对一个域 K，定义射影直线

P1(K) = (K2 \ {(0, 0)})/∼,

其中
(x, y) ∼ (λx, λy) (λ ∈ K×).

也就是说，非零向量只看方向，不看长度。用齐次坐标写作 [x : y]；普通元素 z ∈ K 对应
[z : 1]，而 [1 : 0] 是无穷远点 ∞。因此 P1(C) 可与 Ĉ 识别。
矩阵 A ∈ GL2(K) 将非零向量送到非零向量，因此可以期待它作用在射影直线上；后面

的正式命题会证明这个作用确实良定义且可逆。相差一个非零标量的矩阵给出同一个射影作
用，这正是 PGL2(K) 的商定义的几何来源。

正式命题 5.117（矩阵作用下降到射影直线） 若 A ∈ GL2(K)，则

A · [x : y] := [ax+ by : cx+ dy], A =

a b

c d


定义了 P1(K) 上的良定义双射。若 (x′, y′) = (λx, λy) 且 λ ∈ K×，则

(ax′ + by′, cx′ + dy′) = λ(ax+ by, cx+ dy),

所以结果仍属于同一个射影等价类。若 A′ = λA，则 A′ 与 A 给出同一个射影变换；因此
GL2(K) 到射影变换群的作用的核正是 K×I2，作用自然因子化为 PGL2(K)。

证明. 上式说明代表元的改变不会改变输出的射影类，故作用良定义。由于 A 可逆，A−1 给出
逆射影变换，所以它是双射。若 A′ = λA，输出只多了一个非零整体因子。反过来，若一个可逆
矩阵在所有非零向量的方向上都不改变射影点，则它在 K2 的每条一维子空间上都是标量作用；
比较两条独立方向即可得这些标量相同，因而 A = λI2。这就确定了作用核。

说明 5.118（有限对称群的记号） 前面的集合对称群定义在 X = {1, . . . , n} 时给出

Sn = Sym({1, . . . , n}).
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GL2(Z)
所有可逆
整数矩阵

SL2(Z)
筛 选

detA = 1

PSL2(Z)
再识别
A ∼ −A

取行列式条件

取商

先问矩阵是否可逆；再问是否保
持有向面积；最后问两个矩阵是
否给出同一个 Möbius 变换。

图 25. GL2、SL2 与 PSL2 的三步关系：可逆、行列式 1、射影识别。

因此 Sn 的元素是 n 个点的置换，运算仍然是函数复合；这里没有另造一个群。

定义 5.119（复数） 复数是形如 z = x+ iy 的数，其中 x, y ∈ R，i2 = −1。实部和虚部分别
为 Re z = x、Im z = y。两个复数相等，当且仅当它们的实部和虚部分别相等。把 z = x+ iy

看成平面点 (x, y)，就得到复平面的几何模型。

定义 5.120（复共轭） 复数 z = x+ iy 的复共轭定义为

z := x− iy.

它是复平面关于实轴的反射。共轭不是乘法逆元；当 z 6= 0 时二者的关系由 z−1 = z/|z|2 给
出。

定义 5.121（复数的模） 复数 z 的模定义为

|z| :=
√
zz =

√
x2 + y2.

它是点 (x, y) 到原点的欧氏距离，并满足 |zw| = |z||w| 和 |z + w| ≤ |z|+ |w|。

说明 5.122（复数的三种读法） 同一个 z = x + iy 可以同时读成一个代数对象、一个平面
点和一支箭头：实部/虚部给坐标，共轭给关于实轴的镜像，模给长度。后面写 z = reiθ 时，
r 是模而 θ 是方向角；这三种数据不要混为一个概念。

正式命题 5.123（复数的逐坐标判据与共轭规则） 若 z = x+ iy、w = u+ iv，则

z = w ⇐⇒ x = u 且y = v, zz = |z|2.
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共轭满足
z + w = z + w, zw = z w, z = z.

当 z 6= 0 时，
z−1 =

z

|z|2
.

因此复数的“相等”仍然是实部、虚部分别相等；共轭不是逆元，而是关于实轴的反射，二
者只有在特殊情形下才有关联。

证明. 复数表示的唯一性给出逐坐标判据；直接展开即可验证三个共轭公式。由 zz = |z|2 6= 0，
有

z
z

|z|2
= 1,

故最后一式确为乘法逆元公式。比如 z = 1 + i 时，z = 1− i，而 z−1 = (1− i)/2，二者并不相
同。

说明 5.124（复数没有与实数同样的大小顺序） C 作为域不能配备一种与加法、乘法相容、
并使每个平方都非负的全序；所以“z > 0”通常没有意义。复分析使用模 |z| 和距离 |z−w|
来表达大小与趋近，使用实部、虚部和辐角来表达方向，而不是把复数排成一条数轴。这个
区别解释了为什么复导数必须检查所有复方向。

定义 5.125（上半平面） 复数 τ = x+ iy 的虚部是 Im τ = y。复平面的 上半平面定义为

H = {τ ∈ C : Im τ > 0}.

这里的 > 是实数 y 的通常大小关系，不是给复数整体规定一个全序。几何上，H 是实轴上
方的开放区域；实轴 R ⊂ C 是它的边界，满足 Im τ = 0 的点不属于 H。与之相对的下半平
面是

H− = {τ ∈ C : Im τ < 0},

而共轭把 H 反射为 H−。因此“上半平面”首先是一个由坐标不等式定义的复平面区域，尚
未涉及任何度量或群作用。

正式命题 5.126（上半平面的基本拓扑性质） 在复平面的通常拓扑中，

H 是开集, H = {τ : Im τ ≥ 0} = H ∪ R, ∂H = R.

此外，复共轭满足
{τ : τ ∈ H} = H−,

这里左边的集合表示逐点取复共轭，而 H（不带集合描述式）表示拓扑闭包；两者不能混读。

证明. Im : C→ R 是坐标函数，连续；因此 H = Im−1((0,∞)) 是开集。若 Im τ > 0，点已在 H

内；若 Im τ < 0，取半径小于 | Im τ | 的圆盘，它仍完全落在下半平面内，因而不属于闭包。若

102



走向可变黎曼曲面 模块二：对称性、群和群作用

Im τ = 0，任意小圆盘都含有虚部为正的点，所以它属于闭包。由 ∂A = A \A◦ 得 ∂H = R。最
后，Im(τ) = − Im τ，故共轭把上半平面逐点送到下半平面。

Re τ

Im τ

H = {Im τ > 0}

∂H = R

H− = {Im τ < 0} τ 7→ τ

阴影区域是开集；实轴是其拓扑边界而不属于区
域；共轭关于实轴反射，并把上半平面送到下半平面。

图 26. 上半平面及其边界、共轭反射的几何模型。

定义 5.127（Möbius变换） 扩充复平面是 Ĉ = C∪{∞}。若 a, b, c, d ∈ C且 ad− bc 6= 0，则

z 7−→ az + b

cz + d

连同在 cz+ d = 0 和 z =∞ 处的自然延拓，称为 Möbius 变换（分式线性变换）。矩阵 A 与
λA（λ 6= 0）给出同一个 Möbius 变换；这是射影识别，不是说两个矩阵相等。

(1) Z 的加法群和 Z/nZ；

(2) 对称群 Sn 对 n 个点的置换作用；

(3) 一般线性群 GL2(Z)；

(4) PSL 群 PSL2(Z) 对上半平面的作用a b

c d

 · τ =
aτ + b

cτ + d
.
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正式命题 5.128（上半平面的作用确实保持上半平面） 若 A =

a b

c d

 ∈ SL2(Z)，则

Im
(
aτ + b

cτ + d

)
=

Im τ

|cτ + d|2
> 0 (τ ∈ H).

因此 SL2(Z) 在 H 上的 Möbius 作用确实有值于 H；由于 A 与 −A 给出同一变换，该作用
下降为 PSL2(Z) 的作用。

证明. 由于 a, b, c, d 是实数，
aτ + b

cτ + d
· cτ + d

cτ + d
=

(aτ + b)(cτ + d)

|cτ + d|2
.

分子中 ac|τ |2 和 bd 是实数，虚部只来自

adτ + bcτ ,

其虚部为 (ad− bc) Im τ = Im τ。除以正数 |cτ + d|2 即得公式。矩阵 A 与 −A 的四个系数同时
变号，分式的分子分母同时变号，因此给出同一个变换。

例子 5.129（两个基本生成变换）

S =

0 −1

1 0

 , T =

1 1

0 1


分别给出 τ 7→ −1/τ 和 τ 7→ τ + 1。在 SL2(Z) 中

S2 = −I2, (ST )3 = −I2.

除以 {±I2} 后，在 PSL2(Z) 中才变成

S2 = 1, (ST )3 = 1.

并且 S, T 生成 PSL2(Z)（这是标准的生成定理，本文只使用而不证明）。这说明“整数矩阵
的换基”为什么会产生上半平面上的离散对称。

5.4 学习单元：定义、证明、推论与练习
定义回收。 GL2(Z) 先由“可逆矩阵”定义，SL2(Z) 再由行列式 1 筛选，PSL2(Z) 最后把 A 与
−A 识别。顺序不能倒置：

矩阵乘法 −→可逆矩阵 −→行列式1 −→中心商群.

推论。 若把 τ ∈ H 看成格 Z + τZ 的形状参数，那么 T : τ 7→ τ + 1 改变格基而不改变格，
S : τ 7→ −1/τ 交换两个基本方向并重新归一化。这是“群作用 = 改变描述方式”的具体模型。
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具象化说明。 把 A ∈ SL2(Z) 看成把整数格的两条基向量换成另一组基向量。行列式 1 表示有
向面积不变；PSL2 再忘掉“整体乘以 −1”这一不影响分式变换的选择。

练习。

M2.1. 计算 S2、T−1 以及 ST，并验证 S, T ∈ SL2(Z)。

M2.2. 证明 det(AB) = det(A) det(B)，从而说明 SL2(Z) 对矩阵乘法封闭。

M2.3. 对 τ = i 计算 S · i 和 T · i，并检查它们仍在 H 中。

M2.4. 找出 Sn 中的恒等置换、一个换位和一个三循环，并计算它们的复合。

M2.5. 对同态 q : Z→ Z/nZ、q(a) = [a]，求出核与像，并用第一同构定理解释结果。

M2.6. 用子群判别法证明 2Z ≤ (Z,+)，再说明它为什么是正规子群。

M2.7. 让旋转群 C4 作用在正方形的四个顶点上，写出一个顶点的轨道和稳定子，并检验轨道–稳
定子公式。

M2.8. 设 G = S3 作用在 {1, 2, 3} 上。取 x = 1，写出 StabS3(1)，列出它的左陪集，并用
g StabS3(1) 7→ g · 1 验证轨道–稳定子双射。

答案提示与自检

M2.1 中 S2 = −I2、T−1 =

1 −1

0 1

，且两矩阵行列式均为 1。M2.2 可直接展开 2× 2 行列式；

封闭性来自 1 · 1 = 1。M2.3 S · i = i、T · i = 1 + i，两者虚部都为正。M2.4 恒等置换不改变任何元
素；换位只交换两个元素；三循环按右边先作用的约定逐项计算。M2.5 ker q = nZ，像是整个 Z/nZ，
因此 Z/ ker q ∼= Z/nZ。这里重点是会识别核，而不是把定理当作符号替换。M2.6 若 a, b ∈ 2Z，则
a− b ∈ 2Z；Z 交换，所以所有子群正规。M2.7 一个顶点的轨道是四个顶点，稳定子只有恒等元，故
4 = 4 · 1。M2.8 StabS3

(1) = {e, (23)}。其左陪集可写为 {e, (23)}、{(12), (123)}、{(13), (132)}，分
别通过 g 7→ g(1) 对应于 1, 2, 3。因此

S3/StabS3
(1)←→ OrbS3

(1) = {1, 2, 3}

是双射，且 6 = 3 · 2。

说明 5.130（轨道–稳定子公式的回收） 上面的轨道–稳定子双射与有限计数公式已经给出了
这一结论的正式陈述和证明。本学习单元的练习只要求读者重新使用它，而不再重复引入一
个同名定理；尤其要记住 G/StabG(x) 在稳定子不正规时只是左陪集集合，通常不是商群。

5.5 本模块的交接
本模块的依赖链是

群 −→子群/正规子群 −→商群 −→群作用、轨道和稳定子.
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矩阵例子进一步给出
GL2(Z) ⊇ SL2(Z) −→ PSL2(Z) y H.

以后“改变标记”会由一个群作用表示，“忘掉标记”会由商表示。拓扑模块将把曲面自同胚按
同位取类，正式构造成映射类群 Mod(S)；本模块先提供群作用的语法和商的代数直觉。
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6 模块三：复数、全纯函数与局部复坐标

本模块导航

进入前 先复习实数极限、导数、积分、级数和二维坐标；模块一的函数语言也必须
熟悉。

本模块产出 会从复数和复导数出发，理解全纯函数、Cauchy 理论、Laurent 级数、留
数以及局部复坐标。

出口检查 能指出一个公式的定义域和收敛域，解释为什么 z 不是全纯函数，并说明
复结构由坐标过渡函数决定。

6.1 从实数到复分析：先把“趋近”说清楚
复分析不是把字母 x 换成 z 就结束了。它继承了实分析关于极限、连续、导数、积分和无穷级
数的全部纪律；区别在于，复数有二维几何，而且“趋近”可以从无穷多个方向发生。因此，先
把分析的地基搭好，后面的全纯函数和留数才不会变成只会套公式的魔法。

说明 6.1（一条适合初学者的分析流水线） 可以把分析想成逐渐放大的照相机：

数列 −→极限 −→连续函数 −→导数 −→积分
↓

函数列 −→一致收敛 −→可以安全地交换极限、积分和求导 −→全纯函数的级数展开.

上图是学习地图，不是说所有交换都自动成立。每一次交换都需要相应的收敛或正则性假设。

说明 6.2（幂集的回收） 给定集合 X，X 的幂集仍记为

P(X) := {A : A ⊆ X}.

幂集的元素不是 X 的点，而是 X 的所有子集。因而 τ ⊆ P(X) 表示从所有子集中挑出一族
集合；拓扑公理会进一步规定这族集合的并、交何时仍被保留下来。

说明 6.3（并集与交集的读法） 并集 ⋃
α∈A Uα 收集所有至少属于某个 Uα 的点；有限交集

U1 ∩ · · · ∩ Un 收集同时属于每个集合的点。它们是集合运算，不是拓扑专属的概念。

说明 6.4（原像回收） 集合的原像已经在模块零正式定义：若 f : X → Y、V ⊆ Y，则

f−1(V ) = {x ∈ X : f(x) ∈ V }.
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这里的 f−1(V ) 是“把目标集合拉回输入端”的集合运算，不表示 f 有逆函数；连续性的开
集定义正是使用这个原像运算。

定义 6.5（拓扑空间） 集合 X 上的拓扑是一个子集族 τX ⊆ P(X)，满足

∅, X ∈ τX ,
⋃
α∈A

Uα ∈ τX ,
n⋂
j=1

Uj ∈ τX (n ≥ 1, Uj ∈ τX).

(X, τX) 称为拓扑空间，τX 中的集合称为开集。这里任意并允许空索引族，有限交只要求
n ≥ 1，而 ∅ 已由第一条单独规定。拓扑的作用是规定“哪些子集可以被视为开放”，从而
不必先指定距离就能讨论连续性和邻近性。

定义 6.6（连续映射） 若 (X, τX)、(Y, τY ) 是拓扑空间，映射 f : X → Y 称为连续，如果
对每个 Y 中的开集 V ∈ τY，其原像 f−1(V ) 都属于 τX。直观上，这是把输出端的开区域
拉回输入端后仍得到开区域；它不要求 f 把开集直接送成开集，也不要求 f 可逆。复平面、
曲面和模空间中的连续性都沿用这一条定义。

定义 6.7（闭集） 在拓扑空间 X 中，集合 F ⊆ X 称为闭集，是指补集 X \ F 是开集。开
与闭是相对于所在空间说的，并不等于“无限与有限”；∅ 与 X 同时开又闭。闭集是为了把
“连续性”也可以写成闭集原像语言：连续映射会把目标闭集的原像拉回为定义域中的闭集。

例子 6.8（闭集的三个最小例子） 在通常拓扑的 R 中，区间 [a, b] 是闭集，因为它的补集
(−∞, a) ∪ (b,∞) 是开集；(a, b) 是开集，但不是闭集；而半开区间 [a, b) 通常既不是开集也
不是闭集。这里的“闭”只表示补集开，不是说集合必须包含某种日常意义下的边界。若把
同一个集合放到不同的拓扑空间中，开与闭也可能改变，所以必须同时写出所在空间。

例子 6.9（连续性的三个最小模型） 在任意拓扑空间中，恒等映射 idX : X → X 连续，因为

id−1
X (U) = U

对每个开集 U ⊆ X 都成立。常值映射 c : X → Y、c(x) = y0，也连续，因为对任意开集
V ⊆ Y，其原像只有 ∅ 或 X：

c−1(V ) =

X, y0 ∈ V,

∅, y0 /∈ V.

若 A ⊆ X 取子空间拓扑，则包含映射 A ↪→ X 连续。三个例子分别说明：“什么也不变”“所
有点都压到一个点”和“把一个子空间放回大空间”都是原像意义下的连续过程；连续性本
身不要求单射、满射或可逆。
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正式命题 6.10（连续性的闭集原像判据） 映射 f : X → Y 连续，当且仅当对 Y 中每个闭
集 C，原像 f−1(C) 是 X 中的闭集。

证明. 若 C ⊆ Y 闭，则 Y \ C 开。由连续性的开集定义，f−1(Y \ C) 在 X 中开；而

X \ f−1(C) = f−1(Y \ C),

所以 f−1(C)闭。反过来，若所有闭集的原像都闭，对任意开集 V ⊆ Y，令 C = Y \V。则 f−1(C)

闭，从而 f−1(V ) = X \ f−1(C) 开，故 f 连续。

正式命题 6.11（连续映射的复合与恒等） 设 f : X → Y、g : Y → Z 是拓扑空间之间的映
射。则：

(a) idX : X → X 连续；

(b) 若 f 与 g 连续，则 g ◦ f : X → Z 连续。

因此，拓扑空间和连续映射可以进行“先做一个连续过程，再做另一个连续过程”的复合；这
正是商映射下降、同伦拼接和坐标变换能够逐层组合的基础。

证明. 恒等映射的开集原像仍是该开集。若 W ⊆ Z 开，因 g 连续，g−1(W ) 在 Y 中开；再因 f

连续，
(g ◦ f)−1(W ) = f−1

(
g−1(W )

)
在 X 中开。因此 g ◦ f 连续。

定义 6.12（开映射）拓扑空间之间的映射 f : X → Y 称为开映射，如果对每个开集 U ⊆ X，
像集 f(U) 在 Y 中开。开映射检查的是“正向像集”，而连续性检查的是“反向原像”；二者
不能互相替代。

定义 6.13（闭映射）拓扑空间之间的映射 f : X → Y 称为闭映射，如果对每个闭集 F ⊆ X，
像集 f(F ) 在 Y 中闭。闭映射也检查正向像集，但检查的是闭集而不是开集；它既不等同于
连续性，也不等同于开映射。同胚的正向映射和逆映射连续，因此同胚既是开映射也是闭映
射，但一般连续映射不必具备后二者。

正式命题 6.14（双射的逆连续、开性与闭性等价） 设 f : X → Y 是一个双射。下列三个条
件等价：

(i) f−1 : Y → X 连续,
(ii) f 是开映射,
(iii) f 是闭映射.
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因此，判断一个连续双射是否为同胚，可以用三个等价入口中的任意一个：直接检查逆映射
连续，或者检查正向映射把开集送成开集，或者检查正向映射把闭集送成闭集。注意这些等
价性依赖于 f 是双射；没有双射时，f−1 可能根本不是从 Y 到 X 的函数。

证明. 因为 f 是双射，对任意 U ⊆ X 和 F ⊆ X，都有

(f−1)−1(U) = f(U), (f−1)−1(F ) = f(F ).

若 f−1 连续，则对每个开集 U 有 f(U) 开，对每个闭集 F 有 f(F ) 闭，所以 f 同时是开映射和
闭映射。若 f 是开映射，则 (f−1)−1(U) = f(U) 对每个开集 U ⊆ X 都开，按连续性的原像定
义，f−1 连续。若 f 是闭映射，同理由 (f−1)−1(F ) = f(F ) 对闭集 F 的条件，并使用连续性的
闭集原像判据，f−1 连续。故三者等价。

定义 6.15（同胚） 拓扑空间之间的映射 f : X → Y 称为同胚，如果 f 是双射、连续且
f−1 : Y → X 连续。同胚把两个空间视为具有相同的拓扑形状；它不自动保留长度、角度、
曲率或全纯结构。等价地，同胚可以看成“连续双射 + 连续逆映射”；由命题 6.14，在 f 已
知双射时，也可以把“逆连续”替换为“f 是开映射”或“f 是闭映射”。

例子 6.16（连续、开、闭三种性质的最小对照） 以下例子故意使用不同的定义域和陪域；每
行的“是/否”都只针对所写的映射：

映射 连续 开 闭 关键原因
c : R→ R, c(x) = 0 是 否 是 R 7→ {0} 不开；闭集像只有∅ 或{0}

π : R2 → R, (x, y) 7→ x 是 是 否 {(x, y) : xy = 1} 闭，但像为R \ {0}

ι : (0, 1) ↪→ R 是 是 否 它把开集送到R 中的开集，但不覆盖R

常值映射的“闭”可以直接从定义检查：定义域中的闭集 F 的像只能是 ∅ 或 {0}，而这两
个集合在 R 中都是闭的。投影和包含映射则分别展示“开但不闭”和“开但不覆盖整个陪
域”。这个例子只用来建立区别感：连续性看原像，开/闭映射看正向像，三者不是同义词。

连续性：逆向看
V ⊆ Y 开 7−→ f−1(V ) ⊆ X 开
把目标端的开区域拉回输入端。

开映射：正向看开集
U ⊆ X 开 7−→ f(U) ⊆ Y 开
把输入端的开区域送到目标端。

闭映射：正向看闭集
F ⊆ X 闭 7−→ f(F ) ⊆ Y 闭
仍然看正向像，但测试对象换成闭
集。

同胚：可逆的拓扑对应
f 双射、连续，且 f−1 连续
因此正向和逆向都保留拓扑开集。

图 27. 拓扑映射性质的方向罗盘：连续性检查目标开集的原像，开映射与闭映射检查正向像，同胚还要
求拓扑意义下可逆。
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说明 6.17（读拓扑映射性质的三步顺序） 给定 f : X → Y，先不要把“连续”“开”“闭”读
成同一个词。第一步问目标端的开集 V 拉回后是否开，这是 连续性；第二步若要研究正向
行为，分别问定义域的开集 U 是否满足 f(U) 开，以及定义域的闭集 F 是否满足 f(F ) 闭，
这是 开映射 和 闭映射。只有在 f 已知为双射时，才可以再把 同胚理解为“连续且逆映射
连续”，并使用前面的等价判据。因此图 27 是方向提示，不是一条“连续 ⇒ 开 ⇒ 闭 ⇒ 同
胚”的蕴含链。

定义 6.18（商拓扑） 设 X 是拓扑空间，∼ 是 X 上的等价关系，q : X → X/∼ 是集合商映
射。商集 X/∼ 的商拓扑定义为

U ⊆ X/∼ 是开集 ⇐⇒ q−1(U) ⊆ X 是开集.

这样定义后，q 自动连续；并且这是使 q 连续的最细拓扑。它记录“识别点之后哪些子集算
开”，与集合商本身是不同层次的对象。

定义 6.19（拓扑商映射） 满射 q : X → Y 称为拓扑商映射，如果 Y 的拓扑满足

U ⊆ Y 开 ⇐⇒ q−1(U) 在X 中开.

这里的“商”是拓扑层面的映射性质；它不等于模块一中只把等价类当作点的 集合商映射。
商拓扑是拓扑商映射在集合商情形的标准来源。

正式命题 6.20（商拓扑与商映射的对应） 设 X 是拓扑空间，∼ 是 X 上的等价关系，q :

X → X/∼ 是集合商映射。给 X/∼ 赋予前面定义的商拓扑，则 q 是商映射。更一般地，若
σ 是 X/∼ 上的另一个拓扑，则 q : (X, τX)→ (X/∼, σ) 是商映射，当且仅当 σ 正好等于商
拓扑 τq。
因此，“商集”只说明哪些点被识别，“商拓扑”才说明识别以后哪些集合算开；不能从

集合商自动推断出拓扑。

证明. 按商拓扑的定义，对任意 U ⊆ X/∼，有

U ∈ τq ⇐⇒ q−1(U) ∈ τX .

这正是 q 为商映射的定义，所以第一句成立。若使用另一个拓扑 σ，q 为商映射要求对每个
U ⊆ X/∼，

U ∈ σ ⇐⇒ q−1(U) ∈ τX ⇐⇒ U ∈ τq.

因此 σ = τq，反向也由同一串等价式立即得到。
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正式命题 6.21（商映射的连续性下降） 设 q : X → Y 是商映射，Z 是拓扑空间，f : Y → Z

是映射。则
f 连续 ⇐⇒ f ◦ q 连续.

因此，若一个映射先在商前的空间 X 上定义，并且它对每个等价类恒定，那么检查它是否
能连续下降到商空间 Y，只需检查商前的复合映射连续。

证明. 若 f 连续，则 f ◦ q 是连续映射的复合。反过来，若 f ◦ q 连续，对任意开集 V ⊆ Z，有

q−1(f−1(V )) = (f ◦ q)−1(V )

在 X 中开。由商映射定义，f−1(V ) 在 Y 中开，所以 f 连续。

定义 6.22（基本平面与曲面模型） 在 R2 的通常拓扑中，单位圆盘和单位圆周分别定义为

D2 := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 1}, S1 := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

在 R3 中，单位球面定义为

S2 := {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1}.

给定方形 [0, 1]2，令 ∼ 为包含

(0, y) ∼ (1, y), (x, 0) ∼ (x, 1)

的最小等价关系；赋予商集商拓扑，定义

T 2 := [0, 1]2/∼.

因此 S1 是圆周、D2 是圆盘、S2 是球面、T 2 是把两组对边粘合得到的环面。这些是拓扑模
型；此处尚未赋予黎曼度量或复结构。

定义 6.23（子空间拓扑） 若 A ⊆ X 且 X 是拓扑空间，则 A 的子空间拓扑定义为

τA = {A ∩ U : U ∈ τX}.

也就是说，A中的开集是从大空间 X 的开集切下来的部分；包含映射 A ↪→ X 自动连续。以
后写 S1 ⊂ R2 时，默认使用这种拓扑。

定义 6.24（拓扑嵌入） 若 f : X → Y 是连续单射，并且把 X 到其像集 f(X)（采用 Y 的
子空间拓扑）的映射看作

f : X −→ f(X),

其逆映射 f−1 : f(X) → X 也连续，则称 f 为拓扑嵌入。等价地，f 是 X 与子空间 f(X)

112



走向可变黎曼曲面 模块三：复数、全纯函数与局部复坐标

之间的同胚。嵌入允许 f(X) 只是 Y 的一部分，所以它不要求 f 满射到整个 Y；这与“同
胚 X → Y”的全局陪域条件不同。

例子 6.25（嵌入与同胚的陪域差别） 包含映射

ι : (0, 1) ↪→ R

是拓扑嵌入：它把 (0, 1) 同胚地识别为 R 的子空间 (0, 1)，但不是 (0, 1)→ R 的同胚，因为
它没有满射到整个陪域。若把陪域改写为像集，同一条规则就是双射 (0, 1)→ (0, 1)，此时才
可以谈它与像集之间的同胚。这个例子说明：嵌入保留的是“空间如何坐进大空间”，同胚
比较的是“整个两个陪域是否相同”。

正式定理 6.26（紧致源到 Hausdorff 目标的嵌入判据） 设 X 是紧致空间，Y 是 Hausdorff
空间。若 f : X → Y 连续且单射，则 f 是拓扑嵌入；也就是说，

f : X −→ f(X)

是同胚，其中 f(X) 采用 Y 的子空间拓扑。若再有 f(X) = Y，则 f 是同胚。

证明. 由连续映射保持紧致性，f(X) 是紧致子空间；由于 Y Hausdorff，前面的紧致集闭定理说
明 f(X) 在 Y 中闭。要证明 f−1 : f(X)→ X 连续，按双射的逆连续—开性—闭性等价命题，只
需证明 f : X → f(X) 是闭映射。
若 F ⊆ X 闭，则 F 是紧致空间 X 的闭子集，因而紧致；于是 f(F ) 在 Y 中紧致，从而在

Y 中闭。又因为 f(F ) ⊆ f(X)，它也等于 f(X) ∩ f(F )，故在 f(X) 的子空间拓扑中闭。所以
f : X → f(X) 是闭双射，逆映射连续，f 是嵌入。若 f(X) = Y，嵌入的像集就是整个陪域，故
f 是同胚。

定义 6.27（积拓扑） 若 X,Y 是拓扑空间，X × Y 的积拓扑是由所有

U × V, U ⊆ X 开, V ⊆ Y 开,

生成的最小拓扑。等价地，它是使两个投影

prX : X × Y → X, prY : X × Y → Y

连续的最弱拓扑。于是 X × [0, 1] 中的“点加时间”不仅是集合论直积，还带有一个规定了
联合连续性的拓扑；同伦映射 H : X × [0, 1]→ Y 使用的正是这个结构。

例子 6.28（连续双射不一定是同胚） 令

p : [0, 2π) −→ S1, p(t) = (cos t, sin t).
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这里的 S1 是前面定义的单位圆周。它是连续双射：每个圆周点有唯一的角度参数 t ∈ [0, 2π)。
但逆映射在 (1, 0) 处不连续，因为从圆周上沿正向绕过 (1, 0) 时，角度参数会从接近 2π 突
然跳回 0。所以“连续且双射”仍不足以成为同胚，必须另外检查逆映射连续。

说明 6.29（连续性、开映射和闭映射是三个不同问题） 连续性检查的是开集的原像；开映
射要求开集的像仍开；闭映射要求闭集的像仍闭。它们不能互相替代。一个同胚同时具有连
续的逆映射，因此它的正向映射和逆映射都会把开集（也会把闭集）正确传递；但一般连续
映射不必是开映射或闭映射。读到“连续”时，先回到原像定义，不要把它误读为“把每个
开集直接送成开集”。

定义 6.30（距离与度量空间） 距离是一个函数

d : X ×X −→ [0,∞),

满足：d(x, y) = 0 当且仅当 x = y；d(x, y) = d(y, x)；以及三角不等式

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

带有距离的集合称为度量空间。直观上，距离规定了“两个点有多近”，因此才能定义趋近、
连续和收敛。以 Br(x) = {y : d(x, y) < r} 表示以 x 为中心、半径为 r 的开球；若集合 U 中
每个点都包含某个这样的开球，就称 U 是开集。实数中使用 d(x, y) = |x− y|，复数中使用
d(z, w) = |z − w|。本模块暂时在这个距离意义下使用“开集”；拓扑模块会把开集推广为不
必来自距离的基本结构。

定义 6.31（数列收敛与度量连续性） 设 (X, d) 是带距离的空间，数列 (xn) 收敛到 x，记
作 xn → x，是指

∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N, d(xn, x) < ε.

函数 f : X → Y 在 x0 连续，是指

∀ε > 0 ∃δ > 0, dX(x, x0) < δ =⇒ dY (f(x), f(x0)) < ε.

定义 6.32（Cauchy 列与完备性） 在度量空间 (X, d) 中，数列 (xn) 称为 Cauchy 列，如果

∀ε > 0 ∃N ∀m,n ≥ N, d(xm, xn) < ε.

它只要求“列中的点彼此越来越近”，并没有预先指定极限。若每个 Cauchy 列都收敛于 X

中的某点，则称 X 完备。完备性是空间自身的性质，不等同于某一列已经收敛。
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定义 6.33（一致收敛） 函数列 fn : E → Y 一致收敛到 f，是指

∀ε > 0 ∃N ∀n ≥ N ∀x ∈ E, dY (fn(x), f(x)) < ε.

注意一致收敛中的同一个 N 必须对所有 x ∈ E 同时有效；逐点收敛允许 N 随 x 改变，强
度较弱。

说明 6.34（导数与定积分的最低读法） 对一元实函数 u，若极限存在，则

u′(x0) = lim
h→0

u(x0 + h)− u(x0)
h

称为 u 在 x0 处的导数；它是局部线性变化率。定积分
∫ b
a u(x) dx 可以先理解为带符号的细

小矩形面积和的极限，它把一个区间上的局部贡献累加成总量。这些是后文复导数、曲线积
分和 Green 公式所需的最低层读法，严格的 Riemann 积分构造不在本导论中展开。

定义 6.35（C1 函数） 若 u 可微且 u′ 连续，就称 u 为 C1。多元情形中，通常要求所有一
阶偏导存在且连续；这给出可微性的一个方便充分条件，但 C1 不是“可微”这个概念本身。
本文会在定理中明确写出需要“可微”还是需要 C1，不把二者混同。

定义 6.36（无穷级数的收敛） 数项级数 ∑∞
n=0 an 的部分和为

SN =

N∑
n=0

an.

若 SN 收敛，则称级数收敛；若
∑∞

n=0 |an| 收敛，则称它绝对收敛。函数级数
∑
fn 的一致

收敛，是指其部分和函数一致收敛。

例子 6.37（同一个公式中的三个层次） 几何级数

1 + q + q2 + · · · = 1

1− q

不是对任意 q 都成立。对实数或复数 q，当 |q| < 1 时，部分和满足
N∑
k=0

qk =
1− qN+1

1− q
,

而 |q| < 1 使 qN+1 → 0，于是才得到无穷和。若把 q 换成变量 z，则在单位圆盘 |z| < 1 上
得到全纯函数的幂级数；收敛区域是公式的一部分，而不是可省略的脚注。
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正式定理 6.38（实数的完备性与 Cauchy 判别） 实数集 R 在通常距离 d(x, y) = |x− y| 下
完备；复数集 C 在距离 d(z, w) = |z − w| 下也完备。对于实数或复数级数，级数绝对收敛
则收敛；级数收敛当且仅当其部分和构成 Cauchy 列。

正式定理 6.39（Weierstrass 一致收敛判别法） 设 fn : E → C，若存在非负数 Mn，满足

|fn(x)| ≤Mn (x ∈ E),

∞∑
n=0

Mn <∞,

则函数级数 ∑
fn 在 E 上一致且绝对收敛。这个判别法把难以直接估计的函数级数，化成

容易检查的数项级数。

正式定理 6.40（一致极限保连续） 若每个 fn : E → C 连续，且 fn 在 E 上一致收敛到 f，
则 f 连续。积分号下取极限、逐项积分或逐项求导也需要额外假设；不能只凭“每一项都很
好”就交换运算顺序。

积分、导数和交换次序的最低限度。 初等路线中，定积分可以先理解为“把许多很窄的矩形面
积相加后的极限”；导数是局部线性近似的斜率；微积分基本定理把两者连接起来。进入复分析
后，曲线积分会把 f(z) dz 沿一条曲线累加，闭曲线积分则会受到曲线内部奇点的影响。要把这
些直觉写成证明，通常需要：函数连续或分段连续、曲线分段光滑、级数在相应区域一致收敛，
以及积分区域或边界满足规定的正则性。

说明 6.41（连续复合在度量语言中的翻译） 前面的复合命题已经用开集原像证明了连续性
在复合下保持。若 X,Y, Z 带有度量，这个结论可以逐点翻译为熟悉的 ε-δ 语言：若 f 在 x0

连续、g 在 f(x0) 连续，给定 ε > 0，先由 g 选出 η > 0，再由 f 选出 δ > 0，于是

dX(x, x0) < δ =⇒ dY (f(x), f(x0)) < η =⇒ dZ(g(f(x)), g(f(x0))) < ε.

这里没有第二个新定理：同一个复合事实在“开集原像”和“距离估计”两种语言中的表达
不同。

把实分析搬到复平面。 复平面的距离是 |z − w|，所以数列、Cauchy 列、连续性和一致收敛都
可按同一套 ε–δ 语言定义。真正的新现象从导数开始：复导数的差商必须对所有复方向有同一
个极限。这就是下一小节定义全纯函数时最重要的门槛。

说明 6.42（本小节的边界） 这里列出的完备性、Weierstrass 判别法和一致极限定理是正式
定理；“照相机”“流水线”和“面积极限”只是帮助理解的直观比喻。测度、Lebesgue 积分、
Lp 空间和泛函分析将在需要处理 Beltrami 方程时再正式引入；不能把本小节的初等积分直
觉误当成这些高级理论已经完成。

练习。

M3A.1. 用 ε–N 语言证明 1/n→ 0，并说明为什么 n 足够大依赖于 ε。
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M3A.2. 证明数列 xn = 1 + 1/2 + · · ·+ 1/n 不是 Cauchy 列，或解释它为什么不收敛。

M3A.3. 区分逐点收敛和一致收敛：考察 fn(x) = xn 在 [0, 1] 上的极限。

M3A.4. 用 Weierstrass 判别法证明 ∑∞
n=0 z

n 在 |z| ≤ r < 1 上一致收敛。

M3A.5. 解释“级数的收敛域”和“公式的形式”为什么必须同时记录。

答案提示与自检
M3A.1 要先把尾项写成 1/n，再用 N > 1/ε 选择整数 N。M3A.2 调和级数的部分和不满足

Cauchy 条件；可取两个相距很远的下标，使中间和大于固定正数。M3A.3 在 0 ≤ x < 1 时极限为 0，
在 x = 1 时为 1；由于靠近 1 的点使上确界不趋于零，所以不是一致收敛。M3A.4 在 |z| ≤ r < 1 上
有 |zn| ≤ rn，而 ∑

rn 收敛。M3A.5 必须同时写出定义域、逐点/一致收敛方式和级数的收敛区域；
同一个形式在不同区域可能代表不同函数。

6.2 复数作为平面上的数
复数的正式定义已在模块二给出。本节只回收它的几何读法：把 z = x + iy 看成平面点 (x, y)，
加法是向量相加；写成

z = r(cos θ + i sin θ)

后，乘法对应“长度相乘、角度相加”。因此复数天然适合描述角度、旋转和二维局部坐标。

x

y

rz

z = reiθ

共轭关于实轴反射；乘法同时改变长度和角度

图 28. 复数的平面读法：z 是一个带长度和角度的箭头，z 是关于实轴的镜像。

定义 6.43（复指数） 复指数函数是从整个复平面到复平面的函数，严格定义为幂级数

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
.

这里 z0 = 1，n! = 1 · 2 · · ·n（并约定 0! = 1）。这条公式首先规定了“ez 是什么”；收敛性、
乘法法则和导数法则都必须从这条定义推出，不能把实指数函数的图像或记号直接当成复数
情形的证明。
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定义 6.44（整函数） 若函数 f : C → C 在每个点都存在复导数，就称 f 为整函数。因此
“整”描述的是定义域覆盖整个复平面，不是说函数值必须是整数；复指数将在下面的基本
命题中被证明是整函数。

正式命题 6.45（复指数的收敛与基本法则） 对任意 z, w ∈ C，复指数的定义级数绝对收敛，
并且在每个闭圆盘 |z| ≤ R 上一致收敛。由此得到

e0 = 1,
d

dz
ez = ez, ez+w = ezew, e−z =

1

ez
.

特别地，ez 6= 0，且复指数是整函数。这里的导数和乘法公式都是由幂级数定义推出的正式
性质，不是新的定义。

证明. 固定 z 后，级数项 an = zn/n! 满足∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = |z|
n+ 1

−→ 0,

所以由比值判别法绝对收敛。若 |z| ≤ R，则 |zn/n!| ≤ Rn/n!，而 ∑
Rn/n! 收敛；Weierstrass

判别法给出闭圆盘上一致收敛。导数级数在闭圆盘上一致收敛，逐项求导得到

d

dz

∞∑
n=0

zn

n!
=

∞∑
n=1

nzn−1

n!
=

∞∑
m=0

zm

m!
= ez.

对乘法公式，绝对收敛允许使用 Cauchy 乘积；按总次数 n = p+ q 重排可得

ezew =

∞∑
n=0

n∑
p=0

zpwn−p

p!(n− p)!
=

∞∑
n=0

(z + w)n

n!
= ez+w.

取 w = −z 得 eze−z = e0 = 1，从而 ez 6= 0 且 e−z = 1/ez。

正式定理 6.46（Euler 公式） 当 θ ∈ R 时，复指数满足

eiθ = cos θ + i sin θ.

这是复指数与平面旋转之间的正式联系；它不是复指数定义本身。

例子 6.47（把复指数的两个坐标分开读） 若 z = x + iθ，其中 x, θ ∈ R，则基本乘法公式
和 Euler 公式给出

ex+iθ = exeiθ = ex(cos θ + i sin θ).

因此实部 x 控制输出向量的长度 ex，虚部 θ 控制输出向量的角度；例如

e1+iπ = −e, eiπ/2 = i.
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x = Re z

θ = Im z

x

θ
z = x+ iθ

实轴

虚轴

ex

θ

ezexp

实部改变半径；虚部改变辐角

图 29. 复指数的坐标机制：z = x+ iθ 被送到极坐标点 ez = ex(cos θ + i sin θ)。

定义 6.48（极坐标形式） 每个非零复数都可写成

z = r(cos θ + i sin θ) = reiθ, r = |z| > 0.

这里 r 是唯一确定的正数，而 θ 只在加上 2πk 的意义下确定；这就是复数“长度加方向”的
极坐标读法。由复指数的乘法公式 eiθ1eiθ2 = ei(θ1+θ2)，复数乘法对应长度相乘、角度相加；
角度使用弧度制。

正式命题 6.49（极坐标乘法法则） 若 z1 = r1e
iθ1、z2 = r2e

iθ2，则

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2).

因此复数乘法把模相乘、把辐角相加；乘以 eiθ 是平面上的旋转，而乘以正实数 r 是均匀缩
放。

定义 6.50（穿孔复平面） 记
C× := C \ {0}.

它称为穿孔复平面：就是把原点从复平面中删掉。这个小小的删点会改变全局性质，例如 1/z

在 C× 上全纯，但整个 C× 上不存在一个单值全纯函数 L 满足 eL(z) = z；要定义对数，必
须选择一个允许的区域和一条支路。
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定义 6.51（复对数支与主值对数） 设 V ⊆ C× 是开集。若全纯函数

L : V −→ C

满足
eL(z) = z (z ∈ V ),

则称 L 是 V 上的一个复对数支。取裂开的平面

C \ (−∞, 0]

并规定辐角 Arg z ∈ (−π, π)，得到主值对数

Log z := ln |z|+ iArg z.

这里 ln |z| 是正实数 |z| 的实对数；Log 的定义域不是整个 C×，因为必须沿着负实轴切开一
个不能绕回原点的方向。

正式命题 6.52（复指数的周期、纤维与对数支） 对任意 z, w ∈ C，

ez+2πik = ez (k ∈ Z), ez = ew ⇐⇒ z − w ∈ 2πiZ.

因此复指数
e(·) : C −→ C×

是满射但不是单射；每个非空纤维都是一条竖直的周期链

{z + 2πik : k ∈ Z}.

主值对数满足
eLog z = z, (Log z)′ = 1

z

（在其定义域上）。一般不能无条件写成 Log(zw) = Log z + Logw；两边可能相差 2πik，因
为主值辐角会在切线处跳变。

证明. 由 Euler 公式，e2πik = 1，所以第一式成立。若 ez = ew，写 z = x+ iy、w = u+ iv，则
模给出 ex = eu，故 x = u；再由单位圆上的 Euler 公式得到 ei(y−v) = 1，于是 y − v = 2πk。反
向立即成立。对主值对数，直接代入

exp(ln |z|+ iArg z) = |z|eiArg z = z

得到右逆关系；在裂开平面上 Arg 连续且可微，求导 eLog z(Log z)′ = 1 即得 (Log z)′ = 1/z。
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z

z + 2πi

ez ∈ C×

ez+2πi = ez

exp

exp

同一个输出平移 2πi

复指数把竖直方向按周期 2πi 识别；
对数支是在不绕过原点的区域内选择一个逆过程。

图 30. 复指数的周期纤维与对数支：指数映射可逆的局部区域必须避开绕原点的全局障碍。

定义 6.53（复导数） 设 U ⊆ C 是开集，f : U → C。点 z0 ∈ U 处的复导数定义为极限

f ′(z0) = lim
h→0, h∈C

f(z0 + h)− f(z0)
h

,

若该极限存在。这里 h→ 0 要求从复平面的所有方向趋近，而不是只沿实轴趋近。

定义 6.54（全纯函数） 若 f : U → C 在开集 U 的每一点都有复导数，就称 f 在 U 上全纯。
全纯性是逐点复可微性在整个开集上的性质；它比“实部和虚部各自有偏导数”更强。

定义 6.55（偏导数的坐标读法） 若 u = u(x, y) 是二元实函数，则

ux(x0, y0) = lim
h→0

u(x0 + h, y0)− u(x0, y0)
h

表示只沿 x 方向变化时的变化率；同理

uy(x0, y0) = lim
h→0

u(x0, y0 + h)− u(x0, y0)
h

.

符号 ∂xu 和 ux 表示同一个偏导数。偏导数只检查一个坐标方向；它们都存在，并不自动保
证函数具有一个统一的全微分。
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定义 6.56（多元实微分） 设 U ⊆ Rn 是开集，F : U → Rm，p ∈ U。如果存在唯一的线性
映射 DF (p) : Rn → Rm，使

F (p+ h) = F (p) +DF (p)h+ r(h), lim
h→0

‖r(h)‖
‖h‖

= 0,

则称 F 在 p 处可微，并称 DF (p) 为 F 的实微分。这里的 r(h) = o(‖h‖) 表示余项比一阶
位移更小，不表示余项恒等于零。

定义 6.57（Jacobian 矩阵） 若 F : U ⊆ Rn → Rm 在 p 处可微，则其微分 DF (p) 在标准基
下由一个 m× n 矩阵表示，称为 Jacobian 矩阵：

JF (p) =

(
∂Fα

∂xi
(p)

)
α,i

.

特别地，若 F = (u, v) : U ⊆ R2 → R2，且 u, v 在 p = (x0, y0) 附近有连续的一阶偏导，则
F 在 p 处可微，并且

DF (p) = JF (p) =

ux uy

vx vy


(x0,y0)

.

“偏导数存在”本身不自动等于“可微”；这里使用了连续偏导所给出的充分条件。
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定义 6.58（复数乘法型实线性映射） 给定复数 λ = a+ ib，定义

Mλ : R2 −→ R2, Mλ(x, y) = (ax− by, bx+ ay).

在标准基下，

[Mλ] =

a −b

b a

 .

若把 (x, y) 识别为 x+ iy，则 Mλ 正好是复平面上的乘法 z 7→ λz。当 λ = reiθ 时，Mλ 先
旋转 θ，再把长度乘以 r；当 λ = 0 时，它把整个平面压到原点。

正式命题 6.59（复数乘法型映射的线性与行列式） 对 λ = a+ ib，Mλ 是实线性映射，并且

detMλ = a2 + b2 = |λ|2.

因此 Mλ 可逆当且仅当 λ 6= 0；若 λ 6= 0，Mλ 保持平面定向，并把每个向量的长度乘以 |λ|。

证明. 矩阵乘法直接验证 Mλ(u+ v) =Mλ(u) +Mλ(v) 以及 Mλ(tu) = tMλ(u)。其行列式为

det

a −b

b a

 = a2 + b2 = |λ|2.

当 λ 6= 0 时行列式为正，故可逆且保持标准定向。再由复数模的乘法性，

‖Mλ(x, y)‖ = |λ(x+ iy)| = |λ| ‖(x, y)‖.

正式命题 6.60（连续偏导的可微性判据） 设 F = (F 1, . . . , Fm) : U ⊆ Rn → Rm，且每个一
阶偏导 ∂iF

α 在 p 的某个邻域内存在并连续。则 F 在 p 处可微，其微分由 Jacobian 矩阵给
出：

DF (p)h = JF (p)h.

这是一个充分条件；仅有偏导数存在并不能单独推出可微性。

证明. 对每个坐标分量沿折线路径逐次使用一元微积分基本定理，并在 p 附近用偏导的连续性
把各段的偏导替换为 p 处的值，所得误差为 o(‖h‖)。把 m 个分量合并，便得到 F (p + h) =

F (p) + JF (p)h+ o(‖h‖)。
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正式命题 6.61（复导数的三种等价读法） 设 f = u + iv，其中 u, v : U → R，并假设 u, v

在 z0 = x0 + iy0 附近有连续的一阶偏导。则以下条件等价：

(a) f 在 z0 处复可微；

(b) u, v 在 (x0, y0) 满足
ux = vy, uy = −vx;

(c) f 的实微分 DF(x0,y0) : R2 → R2 是某个 复数乘法型线性变换 Mλ。

其中 F (x, y) = (u(x, y), v(x, y))。在成立时，

f ′(z0) = ux(x0, y0) + i vx(x0, y0) = vy(x0, y0)− i uy(x0, y0).

证明. 沿实方向 h = t 的差商给出 ux + ivx，沿虚方向 h = it 的差商给出 vy − iuy。复导数存在
必须使两者相等，得到柯西–黎曼方程；连续偏导的假设保证这组方程足以控制任意方向的线性
余项。把 DF 写成矩阵 ux uy

vx vy



并代入 ux = vy, uy = −vx，它正是复数 ux + ivx 的乘法矩阵
a −b

b a

。反向同理。

一般实线性化
J =

ux uy

vx vy



不同方向可能被
不同比例拉伸

满足 Cauchy–Riemann

Mλ =

a −b

b a

 , λ = a+ ib

长度统一乘以 |λ|，
方向统一旋转 argλ

图 31. Cauchy–Riemann 方程的几何锚点：一般二维实微分可能造成方向性拉伸；若微分矩阵具有复数乘
法型 Mλ，则一阶模型只能统一缩放和旋转，因而保持有向角。

124



走向可变黎曼曲面 模块三：复数、全纯函数与局部复坐标

正式命题 6.62（复导数与实 Jacobian的关系）在前一命题的假设下，若 f ′(z0) = λ = a+ ib，
则

DF(x0,y0) =Mλ =

a −b

b a

 , detDF(x0,y0) = |λ|
2.

特别地：

(a) f ′(z0) = 0 当且仅当实微分在该点把所有一阶方向都压到零；

(b) f ′(z0) 6= 0 当且仅当实 Jacobian 可逆，且其行列式为正；

(c) 当 f ′(z0) 6= 0 时，一阶近似把所有长度按同一比例 |f ′(z0)| 缩放，并把所有方向统一旋
转 arg f ′(z0)。

证明. 由 Cauchy–Riemann 方程，令

a = ux(z0) = vy(z0), b = vx(z0) = −uy(z0),

则

DF(x0,y0) =

ux uy

vx vy

 =

a −b

b a

 =Ma+ib.

应用复数乘法型映射的命题即可得到行列式、可逆性和长度/方向的结论。

正式命题 6.63（复导数就是唯一的复线性一阶模型） 设 f : U → C 在 z0 ∈ U 处复可微。
则当 h→ 0 时，

f(z0 + h) = f(z0) + f ′(z0)h+ o(|h|).

这里的 o(|h|) 表示一个复数余项 r(h)，满足
|r(h)|
|h|

−→ 0.

换句话说，h 7→ f ′(z0)h 是所有复线性映射中唯一能够在一阶精度上描述 f 在 z0 附近变化
的模型。若 f ′(z0) 6= 0，这个模型把小圆近似送成同心的小圆：半径乘以 |f ′(z0)|，方向统一
旋转 arg f ′(z0)；若 f ′(z0) = 0，一阶模型完全退化，必须观察更高阶项。

证明. 由复导数的定义，
f(z0 + h)− f(z0)

h
−→ f ′(z0).

令
ε(h) :=

f(z0 + h)− f(z0)
h

− f ′(z0)

（当 h 6= 0 时定义），则 ε(h)→ 0，并且

f(z0 + h)− f(z0)− f ′(z0)h = ε(h)h.
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右端的模除以 |h| 等于 |ε(h)| → 0，这就得到所需的 o(|h|) 表达式。若另有复数 µ 也满足 f(z0 +

h) = f(z0) +µh+ o(|h|)，两式相减并除以 h，再令 h→ 0，得到 f ′(z0) = µ，所以模型唯一。

例子 6.64（局部复解析性质与全局单满双性质不是同一列） 下表把几种基本函数放在同一
张性质表中。表中的“局部共形”只检查每个点附近的一阶模型；“全局单射/满射”则要对
整个定义域和陪域检查量词，不能由局部信息直接替代。

函数（含陪域） 全纯性与导数 局部共形处 全局单/满/双 关键原因

z : C→ C f ′ = 1，处处全纯 全部点 是/是/是 恒等映射
z : C→ C 不存在复导数 无 是/是/是 共轭本身是集合

双射，但不是全
纯映射

z2 : C→ C f ′ = 2z，处处全纯 z 6= 0 否/是/否 1 与 −1 碰撞；0

处一阶模型退化
1/z : C∗ → C∗ f ′ = −1/z2，处处全纯 全部定义域 是/是/是 逆映射仍为 1/z

ez : C→ C∗ f ′ = ez 6= 0，处处全
纯

全部点 否/是/否 周期 ez+2πi =

ez

其中 C∗ := C \ {0}。例如 ez 对 C∗ 满射，因为若 w = reiθ 6= 0，则取 z = log r + iθ 有
ez = w；但它不单射，因为相差 2πi 的输入给出同一输出。这张表的核心不是记忆结论，而
是分开使用三种检查：先检查复导数，再检查导数是否为零，最后独立检查全局纤维和陪域
缺口。

正式命题 6.65（全纯映射的复合） 设 U, V ⊆ C 为开集，f : U → V、g : V → C。如果 f

在 z0 ∈ U 处复可微，且 g 在 f(z0) 处复可微，则 g ◦ f 在 z0 处复可微，并且

(g ◦ f)′(z0) = g′(f(z0)) f
′(z0).

特别地，如果 f 和 g 分别在 U 和 V 上全纯，则 g ◦ f 在 U 上全纯。这里的定义域—陪域条
件 f(U) ⊆ V 是复合有意义的前提，不能只看两个公式的外观。

证明. 记 w0 = f(z0)，并令 h→ 0。由复可微性的定义，可以写成
f(z0 + h)− w0 = f ′(z0)h+ ε(h)h, ε(h)→ 0,

以及
g(w0 + k)− g(w0) = g′(w0)k + δ(k)k, δ(k)→ 0.

由于 f 在 z0 处复可微，k = f(z0 + h)− w0 → 0。代入第二式并除以 h，得到
g(f(z0 + h))− g(f(z0))

h
=
(
g′(w0) + δ(k)

)f(z0 + h)− f(z0)
h

.

右侧两因子分别趋于 g′(w0) 和 f ′(z0)，故极限存在且等于所述乘积。逐点应用即可得到全纯函
数复合后的结论。
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说明 6.66（复合公式的结构读法） 这个命题同时说明三件事。第一，复合映射的输入输出
必须接得上：若 f : U → V、g : V →W，才有 g ◦ f : U →W。第二，复导数的链式法则是
“先经过 f，再经过 g”的局部变化率相乘。第三，复合保留全纯性，但不自动保留单射、满
射或双全纯性；例如 f(z) = z2 在 C 上全纯，却不是单射，而 f(z) = ez : C→ C \ {0} 全纯
且满射到其陪域，却不是单射。因此“全纯”与前面集合论层面的单满双是不同轴上的性质，
必须分别检查。

说明 6.67（复导数判据的三层含义） 这条链中有三个不同层次：

层次 检查内容
方向极限 f(z0 + h)− f(z0)

h
是否对所有复方向趋向同一个数

实线性化 二维实微分是否恰好是Mλ

几何一阶行为 是否为统一旋转和统一缩放，而非剪切或方向性拉伸

偏导数只提供沿坐标轴的两次检查；Cauchy–Riemann 方程把这两次检查拼成复数乘法型的
二维线性化，但要从方程推出任意方向的复导数，仍需要连续偏导等正则性假设。

说明 6.68（偏导数定义的回收） 偏导数已经在复导数与 Jacobian 的接口处定义。后文直接
使用 ux, uy 及其高维版本 ∂iF

α，不再重复规定这些符号。

定义 6.69（离散子集） 设 U 是复平面中的开集。子集 P ⊆ U 称为离散的，是指对每个
p ∈ P，存在半径 rp > 0，使 (

P ∩ {z : |z − p| < rp}
)
= {p}.

也就是说，P 中的每个点都有一个小邻域，不会在该邻域内和 P 的其他点挤在一起。离散
不表示 P 必须有限；例如整数集在 C 中离散，但它是无限集。

说明 6.70（孤立奇点的逻辑顺序） 孤立奇点的正式起点只有一个：函数在穿孔圆盘上全纯。
此时先可以用“能否全纯延拓”和“函数是否无界”给出可去奇点、极点和本性奇点的工作
性分类；下一小节才定义 Laurent 级数，并由 Laurent 展开定理证明这三类恰好对应主部中
负次幂的三种情形。因此下面的表格是分类的预览与结果说明。

定义 6.71（孤立奇点） 若 f 在 0 < |z − z0| < r 上全纯，而 z0 处未必有定义，则称 z0 是
一个孤立奇点。这个定义只说明函数在奇点的某个穿孔邻域上全纯；它还没有说明该奇点属
于哪一种类型。
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定义 6.72（可去奇点） 在孤立奇点的条件下，若存在一个开圆盘 D(z0, r) 上的全纯函数 f̃，
满足

f̃(z) = f(z) (0 < |z − z0| < r),

则称 z0 是可去奇点。此时 f̃(z0) 是唯一的补定义值；典型例子是

f(z) =
sin z
z

(z 6= 0), f̃(0) = 1.

“可去”不是说原来写出的公式在 z0 已经有意义，而是说穿孔之后可以唯一地补成全纯函数。

定义 6.73（极点） 在孤立奇点的条件下，若存在正整数 m，使

g(z) := (z − z0)mf(z)

能全纯延拓到 z0，且 g(z0) 6= 0，则称 z0 是m 阶极点。这里 m 是精确的消去阶数：乘上
(z − z0)m 后得到有限且非零的极限，而少乘任何一个幂次仍不能得到有限非零的延拓。等
价地，在充分靠近 z0 时

f(z) =
g(z)

(z − z0)m
, |f(z)| −→ ∞.

例如 1/z 在 0 处是一阶极点，1/z3 在 0 处是三阶极点。

定义 6.74（本性奇点） 在孤立奇点的条件下，若 z0 既不是可去奇点也不是极点，则称它
为本性奇点。这是一个排除式定义：它既不能补成有限的全纯值，也不是某个有限阶幂次的
无穷大。经典例子是

f(z) = e1/z (z 6= 0).

它的精确局部行为要等到 Laurent 展开出现后再判断；在这里先只记录它不属于前两类。

定义 6.75（亚纯函数） 开集 U ⊆ C 上的函数 f 称为亚纯，如果存在离散集合 P ⊆ U，使
f : U \ P → C 在 U \ P 上全纯，并且每个 p ∈ P 都是 f 的极点。也就是说，亚纯函数允许
在离散集合上出现极点，但不允许出现本性奇点；P 可以是无限集，但在 U 内不能有聚点。
若把极点处的值形式上记为 ∞，也可把它看成取值于黎曼球面 Ĉ 的函数；本文计算时仍采
用“去掉极点再讨论”的严格写法。
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正式定理 6.76（孤立奇点的判别定理（本文引用）） 设 f 在穿孔圆盘 0 < |z − z0| < r 上全
纯，则：

(a) z0 是可去奇点，当且仅当 f 在 z0 附近有界；此时 limz→z0 f(z) 存在且等于唯一的补
定义值。

(b) z0 是极点，当且仅当 |f(z)| → ∞（z → z0）。若它是 m 阶极点，则 1/f 在缩小后的邻
域内可补成全纯函数，且补定义函数在 z0 处有 m 阶零点。

(c) 除了 (a)、(b) 两类之外，剩下的孤立奇点恰为本性奇点；因此三类互斥且覆盖全部孤
立奇点。

这是正式判别定理；其中 (a) 是 Riemann 可去奇点定理的形式，本文在此引用而不展开证
明。它把“公式能否补上”“是否趋于无穷”和“是否出现更复杂的局部行为”连接起来，但
还没有给出 Laurent 系数的计算方法。

穿孔邻域
上全纯
孤立奇点

附近有界
可去奇点

趋于 ∞
极 点

两者都不是
本性奇点

有界

无界且趋于 ∞

无界但不趋于 ∞

这是判别结构图，不是函数图像；
Laurent 主部会在后文给出代数化判据。

图 32. 孤立奇点的三分分类：先看局部有界性，再看是否趋于无穷，剩余情形是本性奇点。

说明 6.77（孤立奇点分类的性质与 Laurent 读法） Laurent 展开定理随后将这些定义重新
刻画为主部中负次幂的三种情形：

类型 主部 例子
可去奇点 没有负次幂 sin z

z
在0 处

极点 只有有限个负次幂，且最高一项非零 1

z
在0 处

本性奇点 有无穷多个负次幂 e1/z 在0 处

可去奇点可以通过补定义连续乃至全纯地延拓；极点的函数值趋于无穷；本性奇点没有这种
简单的延拓方式。亚纯函数只允许第二类奇点，且其极点在定义域内离散。
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定义 6.78（共形映射） 设 U ⊆ C 是开集、f : U → C 全纯，且 z0 ∈ U。若 f ′(z0) 6= 0，则
称 f 在 z0 处共形；它在该点的一阶近似保持有向角度，并进行局部旋转和缩放。若每个点
都共形，则称 f 在 U 上共形。这里必须同时有“全纯”和“导数非零”：全纯性给出复数乘
法型的一阶近似，非零性保证这个近似不是把所有方向压成一点。一般实二维映射的共形性
也可表述为其导数是“正的旋转乘以正的伸缩”，但在本路线中主要使用全纯版本。

定义 6.79（平面有向角） 把 R2 识别为 C。对两个非零向量 v, w，它们的有向角 ∠+(v, w)

定义为商类
∠+(v, w) = [θ] ∈ R/(2πZ),

w

|w|
= eiθ

v

|v|
.

也就是说，有向角只记录从 v 逆时针旋转到 w 所需的角度，并把相差整圈 2πk 的角视为同
一个角。这个定义的对象不是一个唯一的实数，而是模 2π 的角度类；若另外选定主值区间，
才可以写成某个具体代表数。

正式命题 6.80（共形映射保持有向角） 设 f : U → C 在 z0 处共形，γ1, γ2 是两条 C1 曲线，
满足

γ1(0) = γ2(0) = z0, γ′1(0) 6= 0, γ′2(0) 6= 0.

则
∠+
(
(f ◦ γ1)′(0), (f ◦ γ2)′(0)

)
= ∠+

(
γ′1(0), γ

′
2(0)

)
.

因此，共形性是“保持交角”的一阶性质；它不表示保长度、保面积或保全局距离。

证明. 由复链式法则，
(f ◦ γj)′(0) = f ′(z0)γ

′
j(0), j = 1, 2.

因为 f ′(z0) 6= 0，两个像向量都非零。乘以同一个非零复数 λ = f ′(z0) = |λ|eiθ 会把每个向量的
长度乘以 |λ|，并把方向统一增加 θ。两条方向之间的角度差因此不变。

例子 6.81（共形与非共形的一阶对照） f(z) = 2eiπ/4z 在每一点共形：它把所有长度乘以
2，并统一旋转 π/4。f(z) = z 的实微分是反射矩阵，虽保持某些无向角的大小，却反转平面
定向，也不满足复导数存在，因此不是本路线意义下的全纯共形映射。f(z) = z2 在 z0 6= 0

处共形，但在 0 处 f ′(0) = 0，不能把原点处的一阶行为称为共形；这说明“公式全纯”与
“每一点都共形”是两个不同条件。
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说明 6.82（Cauchy–Riemann方程的使用边界） 前面的复导数判据已经把 Cauchy–Riemann
方程写成实坐标、复线性一阶模型和复导数之间的等价条件。使用时必须保留它的假设：复
可微性总能推出该方程；反过来，若要由该方程推出复可微性，至少要有连续的一阶偏导等
正则性条件。因此“逐坐标检查方程”是一个带条件的判定定理，不是脱离可微性假设的代
数口诀。

例子 6.83（f(z) = z 为什么不是全纯函数） 令 f(z) = z，并在任意 z0 处考察差商。若
h ∈ R \ {0}，则

z0 + h− z0
h

= 1.

若 h = it，其中 t ∈ R \ {0}，则

z0 + it− z0
it

=
−it
it

= −1.

两个方向得到的极限不同，所以复导数不存在；f(z) = z 在任何点都不复可微，更不可能全
纯。

例子 6.84（复合顺序的具体算例） 在 C 上取

f(z) = iz, g(z) = z + 1, z0 = 1 + i.

两条计算路径分别是

z0
f7−−→ −1 + i

g7−−→ i, z0
g7−−→ 2 + i

f7−−→ −1 + 2i.

因此
(g ◦ f)(z0) = i 6= −1 + 2i = (f ◦ g)(z0),

而两者的差为 (−1 + 2i)− i = −1 + i，其模为 √2。这个算例只是在一个输入点上验证不交
换性；要证明两个映射不相等，只需找到一个输入点使输出不同。

z0 =

1 + i

f(z0) =

−1 + i

g(f(z0)) =

i

f(z) = iz g(z) = z + 1

g(z0) =

2 + i

f(g(z0)) =

−1 + 2i

g

f

两点不同
差为 −1 + i

图 33. 复合映射的静态流程图：箭头顺序不同，得到的复数也不同。

6.3 曲线、路径积分与 Cauchy 理论
在一元微积分中，积分沿着实轴区间进行；在复平面中，积分可以沿任意曲线进行。曲线的参数
化告诉我们“怎样走”，积分把函数沿这条路的局部贡献累加起来。
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这里先给一个工作性读法：若一个开区域没有无法穿过的洞，并且其中每条闭曲线都能连续
收缩到一点，就称它单连通。这个词的正式拓扑定义会在模块四给出；现在只需记住，整个复平
面和圆盘是典型的单连通区域，而穿孔平面不是。

定义 6.85（复平面区域） 复平面中的区域是非空、连通的开集 D ⊆ C。“开”控制局部微
积分能否进行，“连通”表示区域不能拆成两个彼此分离的非空开部分。

定义 6.86（分段光滑曲线） 开集 U ⊆ C 中的分段 C1 曲线是连续映射 γ : [a, b] → U，它
在有限个分点之外可微，且 γ′ 分段连续。这里的“分段”表示可以把 [a, b] 切成有限个小区
间，在每个小区间上 γ 都是 C1 的。

定义 6.87（闭曲线） 分段光滑曲线 γ : [a, b]→ U 若满足

γ(a) = γ(b),

则称为闭曲线。闭曲线允许自交；“闭”只比较起点和终点。

定义 6.88（简单闭曲线） 若闭曲线 γ : [a, b]→ C 在半开区间 [a, b) 上单射，则称为简单闭
曲线。它除了首尾相接外没有自交；这比“闭曲线”是额外条件。

定义 6.89（正向） 由 Jordan 曲线定理，简单闭曲线的补集有一个有界连通分支，称为其
内部。若沿曲线行走时该内部始终位于左侧，则称该参数方向为正向；反向行走则称为负向。
正向是相对于曲线内部的方向约定，不是“参数 t 增大”这一句本身。

定义 6.90（复曲线积分） 若 f : U → C 连续，γ : [a, b] → U 是分段光滑曲线，则沿 γ 的
复曲线积分定义为 ∫

γ
f(z) dz =

∫ b

a
f(γ(t))γ′(t) dt.

它把曲线参数化拉回到区间上的一元积分。

正式命题 6.91（反向曲线积分） 若 γ : [a, b]→ U 是分段光滑曲线，定义反向曲线为

γ−1(t) := γ(a+ b− t).

则 ∫
γ−1

f(z) dz = −
∫
γ
f(z) dz.
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因此曲线积分依赖于行走方向；改变参数速度但保持方向时，积分值不变。

定义 6.92（内点集） 对 A ⊆ X，点 x ∈ A 若存在开集 U 使

x ∈ U ⊆ A,

则称 x 是 A 的内点；所有内点组成 A 的内点集，记为 A◦。

定义 6.93（闭包） 对 A ⊆ X，A 的闭包 A 定义为包含 A 的最小闭集；在度量空间中，它
等于 A 加上所有极限点。闭包是“把所有必须补上的边缘点和聚点补齐”得到的集合。

定义 6.94（拓扑边界） 对 A ⊆ X，其拓扑边界定义为

∂A = A \A◦,

其中 A◦ 和 A 分别由内点集与闭包的定义给出。边界点的任意邻域都同时碰到 A 与 X \A；
因此边界是集合与其外部的接触层，不一定等于日常图形上的“线”。

说明 6.95（内点、闭包与边界的一眼检查） 固定背景空间 X 后，可以把三个概念先读成下
面的局部检查表：

内点 x ∈ A◦
存在一个含 x 的开邻域，完全落在 A 内；这里的点“有安全余量”。

闭包 x ∈ A
每一个含 x 的邻域都碰到 A；因此没有邻域能把 x 与 A 完全分开。

边界 x ∈ ∂A
每一个含 x 的邻域都同时碰到 A 和 X \A；它是“内外都能看到”的
点。

这张表只是读法提示；下一条正式命题给出等价条件和证明。
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正式命题 6.96（内点、闭包与边界的互相刻画） 设 X 是拓扑空间，A ⊆ X。下列事实把三
个看似不同的局部概念连成一个统一的判据：

(a)
A◦ =

⋃
{U ⊆ A : U 在X 中开}, A◦ ⊆ A ⊆ A.

(b) 对 x ∈ X，
x ∈ A ⇐⇒ 每个含x 的邻域 N 都满足N ∩A 6= ∅.

(c)

x ∈ ∂A ⇐⇒ 每个含x 的邻域N 同时满足N ∩A 6= ∅ 且N ∩ (X \A) 6= ∅.

(d)
A 开⇐⇒ A = A◦, A 闭⇐⇒ A = A,

并且
∂A = A ∩X \A = A \A◦ = X \A \ (X \A)◦.

这里所有内点、闭包和边界都相对于同一个背景空间 X 而言；换一个背景空间，同一个集
合可能得到不同的内点、闭包和边界。

证明. 对 (a)，所有包含于 A 的开集的并仍是开集，并且包含每一个这样的开集；因此这个并正
是最大的、包含于 A 的开集，即 A◦。另一方面，内点定义直接给出 A◦ ⊆ A，而闭包是包含 A

的闭集，故 A ⊆ A。
证明 (b)。若 x ∈ A，但存在一个邻域 N 与 A 不相交，由邻域定义可在 N 中找到含 x 的开

集 U。于是 X \ U 是一个包含 A 的闭集，却不包含 x，这与 x 属于所有包含 A 的闭集的交矛
盾。反过来，若 x /∈ A，则按闭包的最小性，存在一个包含 A 的闭集 F 使 x /∈ F。开集 X \ F
是 x 的邻域，并且与 A 不相交。

对 (c)，由 (b)，x ∈ A 等价于每个邻域都碰到 A。同时，x /∈ A◦ 等价于不存在一个含 x 的
开邻域完全落在 A 中；这又等价于每个邻域都碰到 X \A。两者合并即得 (c)。

最后，A 开时每个点都是内点，所以 A = A◦；反之若 A = A◦，它就是开集。闭集的判据
对补集使用内点判据即可。由 (c)，边界点恰好同时属于 A 与 X \A，而 X \X \A = (X \A)◦，
故得到最后两种写法。

定义 6.97（稠密子集） 设 D ⊆ X。若

D = X,

则称 D 在 X 中稠密。由命题 6.96，这等价于每个非空开集都与 D 相交。稠密不等于“等
于整个空间”：稠密子集可以很小，但它的点在拓扑意义下遍布整个背景空间。
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例子 6.98（在实数轴上读内点、闭包和边界） 在 X = R 的通常拓扑中，取

A1 = (0, 1), A2 = [0, 1], A3 = Q.

前两个集合有相同的内点、闭包和边界：

A◦
1 = A◦

2 = (0, 1), A1 = A2 = [0, 1], ∂A1 = ∂A2 = {0, 1}.

区别在于 A1 不含边界点，而 A2 含边界点；“边界”与“集合是否包含边界”是两个不同问
题。另一个标准事实是 Q 和 R \Q 都在 R 中稠密，因此

Q◦ = ∅, Q = R, ∂Q = R.

这里使用的是有理数与无理数的稠密性；它说明边界不一定是一条曲线，甚至可以是整个背
景空间。

A1 =

(0, 1)
A2 =

[0, 1]

Å = (0, 1), ∂A = {0, 1}

A = [0, 1]

Q Q◦ = ∅, Q = R

第一、二行中的端点分别表示“未包含”和“已包含”的
边界点；第三行只作稠密性的示意，点列不是对 Q 的枚举。

图 34. 内点、闭包与边界的数轴直观。

说明 6.99（边界依赖背景空间）记号 A◦
X , A

X
, ∂XA明确表示在 X 中计算。例如把 A = (0, 1)

看成 R 的子集时，
A◦

R = (0, 1), A
R
= [0, 1], ∂RA = {0, 1}.

若改在背景空间 X = [0, 1] 中，并赋予 子空间拓扑，则

A◦
X = (0, 1), A

X
= [0, 1], ∂XA = {0, 1};

而整个集合 A = X = [0, 1] 在 X 中既开又闭，故 ∂XA = ∅。这正是“开、闭、边界必须带
背景空间一起读”的原因。
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练习。

M3D.1. 在 X = R 中计算
A = [0, 1), B = Z

的内点、闭包和边界，并判断它们是否开、是否闭。

M3D.2. 把 A = (0, 1) 看成 X = [0, 1] 的子空间，重新计算 A◦
X , A

X
, ∂XA。再计算整个集合 X 的

边界。

M3D.3. 不直接套用图形直觉，利用邻域判据说明

∂A = ∂(X \A).

M3D.4. 找一个 D ( R，使 D 在 R 中稠密；再找一个非空集合 E ⊆ R，使 E◦ = ∅ 但 ∂E 6= R。

答案提示与自检
M3D.1

[0, 1)◦ = (0, 1), [0, 1) = [0, 1], ∂[0, 1) = {0, 1};

它既非开也非闭。对 Z，
Z◦ = ∅, Z = Z, ∂Z = Z;

它是闭集但不是开集。关键是判断每个点附近是否能放入集合中的开区间，以及集合外是否有趋近
点。

M3D.2 在子空间 X = [0, 1] 中，

A◦
X = (0, 1), A

X
= [0, 1], ∂XA = {0, 1}.

若 A = X，则 A◦
X = X = A

X，所以 ∂XA = ∅。
M3D.3 对任意 x，命题 6.96 的邻域判据说：x ∈ ∂A 当且仅当每个邻域都同时碰到 A 与 X \A。

交换这两个集合后条件不变，故 x ∈ ∂(X \A)；逐点得到结论。
M3D.4 可以取 D = Q。取 E = Z，则 E◦ = ∅，但 ∂E = Z 6= R。

说明 6.100（简单闭曲线的内部与边界记号） 由平面 Jordan 曲线定理，简单闭曲线把平面
分成有界的内部和无界的外部；本文引用这个结论而不展开证明。于是“f 在包含 D 的开
集上全纯”表示：存在一个真正的开邻域 W ⊇ D，且 f 在 W 上全纯。这里的闭包与边界
是拓扑概念，不能仅凭一张图把 D 误读成“把边界画粗”。
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定义 6.101（原函数（primitive））设 U ⊆ C是开集，f : U → C。若存在全纯函数 F : U → C，
使得

F ′(z) = f(z) (z ∈ U),

则称 F 是 f 在 U 上的一个原函数。原函数是一个函数，不是某一条路径的积分值；它把每
一点 z 送到一个“势函数”值 F (z)。

正式命题 6.102（原函数的唯一性（差为常数）） 若 F1, F2 都是 f 在 U 上的原函数，则
F1 − F2 在 U 的每个连通分支上为常数。若 U 本身连通，则存在 C ∈ C，使

F1(z)− F2(z) = C (z ∈ U).

证明. 令 H = F1 −F2，则 H ′ = 0。连通开集中的任意两点可由分段 C1 路径连接；沿任意这样
的路径 γ，链式法则给出

d

dt
H(γ(t)) = H ′(γ(t))γ′(t) = 0.

因此 H 在路径两端取值相同。任意两点都可这样连接，故 H 在每个连通分支上为常数。

正式命题 6.103（原函数给出曲线积分的端点公式） 若 F 是 f 在 U 上的原函数，且 γ :

[a, b]→ U 是分段 C1 曲线，则∫
γ
f(z) dz = F (γ(b))− F (γ(a)).

特别地，闭曲线的积分为零。

证明. 在每个光滑参数区间上，复合函数 t 7→ F (γ(t)) 满足链式法则
d

dt
F (γ(t)) = F ′(γ(t))γ′(t) = f(γ(t))γ′(t).

对各段使用一元微积分基本定理，再把相邻分点的端点项相消，得到所述公式。若 γ(a) = γ(b)，
右端为零。

说明 6.104（曲线积分的三层直觉） 曲线本身是几何对象；参数化是计算工具；积分值在适
当条件下与保持方向的重新参数化无关。若 f = F ′ 有原函数 F，则∫

γ
f(z) dz = F (γ(b))− F (γ(a)),

所以闭曲线积分为零。Cauchy 理论说明，全纯函数虽然未必一眼看出有全局原函数，却具
有更强的闭曲线积分性质。
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说明 6.105（本节暂用的拓扑词）“区域”“简单闭曲线”和“正向”已经在曲线积分定义中
严格规定；本节仍把它们画成平面图形来帮助阅读。单连通的正式定义在模块四，但本节可
以先把它读作“每条闭曲线可收缩到一点”。单位圆盘记作

D = {z ∈ C : |z| < 1}.

这些是术语接口，不会取代模块四的拓扑定义。

说明 6.106（Cauchy 定理的依赖标签） 下面的 Cauchy 积分定理和 Cauchy 积分公式是本
导论引用的正式定理，而不是在此处完成证明的定理。它们使用的单连通性将在模块四给出
正式定义；它们的经典证明还可经由模块五的 Green–Stokes 体系完成。因此本节的阅读顺
序是“先读定理的输入和结论，再沿依赖链补齐拓扑与微分形式”，而不是把后置内容当作
已经在本节证明过的事实。

正式定理 6.107（Cauchy 积分定理） 设 D ⊆ C 是单连通开集，f : D → C 全纯。若 γ 是
D 中的分段 C1 闭曲线，则 ∫

γ
f(z) dz = 0.

这是正式定理；其证明依赖复导数、曲线积分以及相应的 Green 公式或 Cauchy–Riemann
方程。

正式定理 6.108（Cauchy 积分公式） 设 D ⊆ C 为有界单连通区域，边界 ∂D 是正向分段光
滑简单闭曲线，且 f 在包含 D 的开集上全纯。则对每个 z ∈ D，

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ.

更一般地，对 n ≥ 0，
f (n)(z) =

n!

2πi

∫
∂D

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ.

这里“边界正向”指区域始终位于行走方向的左侧；定理的假设不能由“看起来像一个圆”
替代。

正式定理 6.109（恒等定理） 设 D ⊆ C 是连通开集，f, g : D → C 全纯。若存在 E ⊆ D，
使 f = g 在 E 上成立，并且 E 在 D 中有一个聚点 z∗ ∈ D，则

f = g 在D 上处处成立.

特别地，全纯函数一旦在一个具有定义域内聚点的小集合上确定，就被其余部分的解析延拓
严格约束。
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推论 6.110（非零全纯函数的零点离散性） 设 D ⊆ C 是连通开集，f : D → C 全纯且不恒
等于零。则零点集合

Z(f) := {z ∈ D : f(z) = 0}

在 D 中是离散的；也就是说，Z(f) 的每个点都有一个小邻域，其中没有 Z(f) 的其他点。

证明. 若零点集合在 D 中有聚点 z∗，就对恒等定理应用 f 与零函数，得到 f ≡ 0，与假设矛盾。
因此零点没有定义域内聚点，按离散子集的定义即得结论。

正式定理 6.111（最大模原理与 Liouville 定理） 非恒定全纯函数不能在连通开集内部取得
局部最大模；若 f : C→ C 是有界全纯函数，则 f 为常数。后一个结论称为 Liouville 定理。

与实分析的接口。 Cauchy 积分公式中的积分是复值曲线积分，边界的分段光滑性保证参数积
分可定义；证明中常把复积分拆成实部和虚部，再使用二维 Green 公式。因此“复分析高深定
理”并不是脱离微积分的孤岛，而是实分析、二维几何和复可微性共同作用的结果。

6.4 Laurent 展开、极点与留数

定义 6.112（Taylor 级数） 设 f 在 z0 处具有任意阶复导数。由这些导数写出的
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n

是以 z0 为中心的形式 Taylor 级数。它记录候选系数，但不自动表示 f；“形式级数”与“级
数和等于函数”是两个不同的命题。

定义 6.113（Taylor展开） 若上述 Taylor级数在某个区域内收敛，且其和确实等于 f(z)，则
称 f 在该区域拥有以 z0 为中心的 Taylor 展开。因此写出 Taylor 系数之后，还必须检查收
敛区域与函数相等性。

正式定理 6.114（全纯函数的 Taylor 展开） 若 f 在圆盘 D(z0, R) = {z : |z− z0| < R} 上全
纯，则

f(z) =
∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n, |z − z0| < R.

级数在每个闭子圆盘 |z − z0| ≤ r < R 上一致收敛，系数唯一。这是 Cauchy 积分公式的推
论；本导论在此引用该定理，不把“写出形式级数”误当作证明。

推论 6.115（全纯函数的局部解析性） 全纯函数在其定义域的每一点附近都等于一个收敛
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幂级数；因此在复分析中

全纯 =⇒局部 Taylor 展开 =⇒ C∞.

这里的“解析”是局部由收敛幂级数表示，不只是“有很多阶导数”。反向命题也成立：若一
个函数在每一点附近都由收敛幂级数表示，则它全纯；关键桥梁是前面的 Cauchy 理论，而
不是形式上把导数写成无穷项。

证明. 第一步直接由全纯函数的 Taylor 展开定理逐点得到。幂级数在收敛圆盘内可以逐项求导
任意次，所以局部函数是 C∞。反向时，收敛幂级数可以逐项复求导，故在每个小圆盘内复可微，
从而在整个定义域上全纯。

Taylor 展开只允许非负次幂；当函数在中心点可能有极点时，需要允许负次幂。Laurent 展
开通常在圆环而不是整个圆盘上成立。

定义 6.116（复幂级数） 以 z0 为中心的幂级数
∞∑
n=0

an(z − z0)n

有一个收敛半径 R ∈ [0,∞]，使得它在 |z − z0| < R 内绝对收敛，在 |z − z0| > R 外发散；
圆周 |z − z0| = R 上的行为必须另行判断。

定义 6.117（收敛半径） 幂级数∑
n≥0 an(z− z0)n 的收敛半径，是满足上述“圆内收敛、圆

外发散”性质的唯一数 R。因此“收敛域”通常至少要记录三部分：圆盘内部、圆周上的逐
点情况、圆盘外部；不能只写一个模糊的“在某处收敛”。

正式定理 6.118（幂级数收敛半径定理） 对任意复幂级数∑
n≥0 an(z− z0)n，存在唯一 R ∈

[0,∞]，使得它在 |z − z0| < R 内绝对收敛，在 |z − z0| > R 外发散。若 0 < R <∞，则圆
周 |z − z0| = R 上的收敛性不能由这个定理决定，必须另行检验。

定义 6.119（Laurent 级数） 若给定圆环

A(z0; r,R) = {z ∈ C : r < |z − z0| < R},

函数在该圆环上的Laurent 级数是

f(z) =

∞∑
n=−∞

an(z − z0)n =

∞∑
n=1

a−n(z − z0)−n︸ ︷︷ ︸
主部

+

∞∑
n=0

an(z − z0)n︸ ︷︷ ︸
正则部

.

主部为零时，它就是 Taylor 级数；主部非零时，负次幂记录中心点附近的奇异行为。
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z0

r

R

Laurent 展开在圆环 r < |z − z0| < R 中工作；主部记录内圈附近的奇异性

图 35. Laurent 级数的几何区域：中心点可能被挖去，因此自然的收敛区域是圆环，而不是整个圆盘。

定义 6.120（留数） 若 f 在 z0 附近有 Laurent 展开，则 (z − z0)−1 的系数

Resz=z0 f = a−1

称为留数。若 z0 是一阶极点，则

Resz=z0 f = lim
z→z0

(z − z0)f(z).

正式命题 6.121（一阶极点的留数公式） 若 f 在 z0 附近可写为

f(z) =
h(z)

k(z)
, h(z0) 6= 0, k(z0) = 0, k′(z0) 6= 0,

则 z0 是一阶极点，并且
Resz=z0 f =

h(z0)

k′(z0)
.

特别地，这等价于 Resz=z0 f = limz→z0(z − z0)f(z)。

证明. 由 k(z) = k′(z0)(z − z0) + o(|z − z0|)，可知 (z − z0)h(z)/k(z)→ h(z0)/k
′(z0)。这个极限

正是 Laurent 展开中 (z − z0)−1 的系数。

定义 6.122（绕数） 对不经过 a 的闭曲线 γ，绕数定义为

Indγ(a) =
1

2πi

∫
γ

dz

z − a
.

它记录曲线围绕点 a 的净绕行次数；正向简单闭曲线内部的点绕数为 1，外部的点绕数为 0。
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正式命题 6.123（简单闭曲线的绕数性质） 若 γ 是不经过 a 的正向分段 C1 简单闭曲线，则

Indγ(a) =

1, a 在γ 的内部,
0, a 在γ 的外部.

若把参数方向反向，绕数变为原来的负数。

正式定理 6.124（Laurent 展开定理） 若 f 在圆环 A(z0; r,R) 上全纯，则存在唯一 Laurent
级数

f(z) =
∞∑

n=−∞
an(z − z0)n

表示 f，并且该级数在每个闭子圆环

r′ ≤ |z − z0| ≤ R′

其中 r < r′ < R′ < R，且该级数在闭子圆环上一致收敛；它在圆环上局部一致地表示 f。此
外

an =
1

2πi

∫
|ζ−z0|=ρ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, r < ρ < R.

这是正式定理；Laurent 系数由积分唯一决定。

正式定理 6.125（留数定理） 为避免初学阶段的歧义，先设 γ 是正向分段 C1 简单闭曲线，
Dγ 是它围成的内部区域。设 a1, . . . , aN ∈ Dγ 互不相同。若存在包含 Dγ \ {a1, . . . , aN} 的
开集 W，使 f 在 W \ {a1, . . . , aN} 上全纯，并且每个 aj 都是 f 的孤立奇点，且 γ 不经过
奇点，则 ∫

γ
f(z) dz = 2πi

N∑
j=1

Indγ(aj)Resz=aj f.

正向简单闭曲线的情形就是“边界积分等于内部留数之和乘 2πi”。
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正式定理 6.126（辩值原理） 设 γ 是正向分段 C1 简单闭曲线，Dγ 是其内部；设 f 在包
含 Dγ 的开邻域上亚纯，并且在 γ 上既没有零点也没有极点。若 z1, . . . , zr 是内部的零点，
p1, . . . , ps 是内部的极点，分别记它们的阶数为 m1, . . . ,mr 和 n1, . . . , ns，则

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)
dz =

r∑
j=1

mj −
s∑

k=1

nk.

左侧是 f ◦ γ 绕原点的绕数；右侧是零点总重数减去极点总重数。这是一条正式的经典定理，
本文在此引用而不证明。它把局部 Laurent 阶数、曲线积分和全局零极点计数连接起来；紧
致黎曼曲面上的亚纯函数零极点守恒正是其全局几何版本之一。

例子 6.127（一个简单留数） 对 f(z) = 1/(z(z − 1))，在 z = 0 处

Resz=0 f = lim
z→0

1

z − 1
= −1.

因此正向包围 0 而不包围 1 的闭曲线满足∫
γ
f(z) dz = −2πi.

6.5 卷积、Fourier 变换与 Laplace 变换
卷积描述函数的叠加，Fourier 变换把函数分解为频率，Laplace 变换把时间函数编码为复参数 s

的函数。本小节是选读支线：它帮助读者认识积分变换的语言，但不是进入 Teichmüller 理论的
最短前置。

定义 6.128（绝对可积函数的工作记号） 在本小节中，写

f ∈ L1(Rn)

表示 f 在所采用的 Lebesgue 积分意义下可测，并满足∫
Rn

|f(x)| dx <∞.

并记
‖f‖L1 :=

∫
Rn

|f(x)| dx.

这里 L1 是“绝对可积函数”的记号；测度空间、可测性和 Lebesgue 积分的完整定义将在模
块九补足。本节只使用这个接口，不把 Fourier 变换的工作性公式误当成测度论已经完成。
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定义 6.129（示性函数） 设 X 是集合，A ⊆ X。集合 A的示性函数是映射 1A : X → {0, 1}，
定义为

1A(x) :=

1, x ∈ A,

0, x /∈ A.

它的输入是点 x，输出是一个数；因此 1A 是函数，不是集合 A 本身。例如 1[0,1] 在区间内
部取 1，在区间外取 0，其图形是一个矩形阶梯。逐点地有

1A∩B = 1A1B, 1A∪B = 1A + 1B − 1A∩B.

后面的图 38 中的矩形信号，就是这种示性函数的图形化例子。

定义 6.130（区间长度） 对实数 a ≤ b，闭区间 [a, b] 的长度定义为

length([a, b]) := b− a,

并约定 length(∅) := 0。本小节只需要如下事实：两个闭区间的交集不是空集时仍是闭区间，
所以 length([a, b] ∩ [c, d]) 可以按同一个定义计算。例如

length([0, 1] ∩ [x− 1, x])

表示两个区间重叠部分的宽度，而不是某个新的积分算子。
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正式定理 6.131（Tonelli–Fubini 交换积分接口） 设 F : Rm × Rn → C 可测。这里“可测”
和“几乎处处”按模块九的测度接口理解，本小节只引用以下正式结论：

(i) 若 F ≥ 0，允许积分值为 +∞，则∫
Rm

(∫
Rn

F (x, y) dy

)
dx =

∫
Rn

(∫
Rm

F (x, y) dx

)
dy.

(ii) 若 ∫
Rm×Rn

|F (x, y)| d(x, y) <∞,

则上式对复值 F 成立，且两次积分都绝对收敛。

第一条是 Tonelli 型结论，第二条是 Fubini 型结论。它们说明“交换积分次序”需要非负性
或绝对可积性；仅凭两个积分符号的外观不能交换次序。

正式定理 6.132（支配收敛定理的工作接口） 设 fk, f : Rn → C 可测，且 fk(x)→ f(x) 几
乎处处成立。若存在 g ∈ L1(Rn) 使

|fk(x)| ≤ g(x) 几乎处处且对所有k,

则 f ∈ L1(Rn)，并且
lim
k→∞

∫
Rn

fk(x) dx =

∫
Rn

f(x) dx.

更强地，
lim
k→∞

∫
Rn

|fk(x)− f(x)| dx = 0.

这是正式的支配收敛定理；本小节不展开其测度论证明。读者只需记住三项检查：逐点（或
几乎处处）收敛、一个与 k 无关的可积上界、以及最后的积分收敛。

定义 6.133（卷积） 设 f, g : Rn → C。若对所讨论的 x 有绝对收敛条件∫
Rn

|f(y)g(x− y)| dy <∞,

则 f, g 的卷积在该点定义为

(f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(y)g(x− y) dy.

它把一个函数平移后与另一个函数逐点相乘，再对所有平移位置累加。若要把 f ∗ g 当作整
个 Rn 上的函数，还必须说明上述条件在哪些点成立；在 L1 理论中常进一步得到“几乎处
处”意义下的卷积，这属于模块九的测度接口。
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定义 6.134（平移与反射算子） 设 f : Rn → C。对 a ∈ Rn，定义平移算子

(τaf)(x) := f(x− a),

并定义反射算子
f̌(x) := f(−x).

平移改变函数图形在空间中的位置，反射把图形关于原点翻转；它们都把函数送到函数，所
以是“函数空间上的算子”，不是给某个点取值的数。按这个约定，

g(x− y) = (τxǧ)(y), (f ∗ g)(x) =
∫
Rn

f(y)(τxǧ)(y) dy.

因此卷积的“滑动核”不是一个新函数类型：固定 x 后，它就是反射后的 g 再平移到位置 x

的函数。不同教材可能把平移写成 f(x+ a)；一旦约定改变，后面的相位因子和卷积图形也
必须同步改变。

正式命题 6.135（卷积的基本性质与条件边界） 若 f, g ∈ L1(Rn)，则 f ∗ g 在几乎处处意义
下定义，并且

‖f ∗ g‖L1 ≤ ‖f‖L1‖g‖L1 .

在这些 L1 假设下，卷积满足（几乎处处）

f ∗ g = g ∗ f.

若再有第三个 h ∈ L1(Rn)，则

(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)

（仍按几乎处处相等理解）。这些结论分别对应 Tonelli/Fubini 定理和变量代换；它们不是从
卷积符号的形式外观自动得到的。若函数不在 L1，必须另行说明局部可积、分布或其他函
数空间中的定义。

证明. 由三角不等式和 Tonelli 定理，

‖f ∗ g‖L1 ≤
∫
Rn

∫
Rn

|f(y)| |g(x− y)| dy dx

=

∫
Rn

|f(y)| dy
∫
Rn

|g(u)| du = ‖f‖L1‖g‖L1 ,

其中在第二行使用了 u = x− y 的变量代换。对称地作代换 u = x− y 可得 f ∗ g = g ∗ f；对三
个函数重复使用 Fubini 定理并作线性变量代换，可得结合律。这里的“几乎处处”表示允许在
一个测度为零的点集上改变函数代表元。
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定义 6.136（单边卷积） 对定义在 [0,∞) 上的函数，单边卷积定义为

(f ∗+ g)(t) :=
∫ t

0
f(u)g(t− u) du.

它只累加参数 u ∈ [0, t]，因此适合因果时间系统；它不是 R 上通常的双边卷积 ∫
R f(u)g(t−

u) du。

定义 6.137（Fourier 变换） 若 f ∈ L1(Rn)，其 Fourier 变换定义为

f̂(ξ) =

∫
Rn

f(x)e−2πix·ξ dx, x · ξ =
n∑
j=1

xjξj .

x 是位置变量，ξ 是频率变量。若 f 不属于 L1，仍可在 L2 或分布意义下定义 Fourier 变换，
但那是不同的理论层次。

正式命题 6.138（L1 Fourier 变换的类型与平移法则） 若 f ∈ L1(Rn)，则 f̂ 是有界一致连
续函数，并且

|f̂(ξ)| ≤ ‖f‖L1 (ξ ∈ Rn).

在前面平移约定 (τaf)(x) = f(x− a) 下，

τ̂af(ξ) = e−2πia·ξ f̂(ξ).

左边仍是“频率变量 ξ 的函数”；平移没有把 Fourier 变换变成另一个对象，而是在频域中
乘上一个模为 1 的相位因子。这个结论是 L1 Fourier 理论的正式性质；Fourier 变换在 L2

或分布空间中的延拓属于不同层次。

证明. 由积分的三角不等式，
|f̂(ξ)| ≤

∫
Rn

|f(x)| dx = ‖f‖L1 .

作代换 u = x− a，得到
τ̂af(ξ) =

∫
Rn

f(x− a)e−2πix·ξ dx

= e−2πia·ξ
∫
Rn

f(u)e−2πiu·ξ du.

最后，对 h→ 0，有

|f̂(ξ + h)− f̂(ξ)| ≤
∫
Rn

|f(x)||e−2πix·h − 1| dx.

右端与 ξ 无关，并由支配收敛定理趋于 0，故一致连续。
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位置空间
f(x)

平移
(τaf)(x) = f(x− a)

频率空间
f̂(ξ)

相位因子
e−2πia·ξ f̂(ξ)

τa

Fourier Fourier

×e−2πia·ξ

同一件事的两个描述：位置空间中移动函
数，频率空间中只增加相位；幅值不变。

图 36. 平移—Fourier 相位对应图。它把 τ̂af 的公式读成一个交换方块，而不是孤立的指数因子。

定义 6.139（Schwartz 空间） S(Rn) 是所有满足以下条件的光滑函数组成的空间：对任意
多重指标 α = (α1, . . . , αn)、β = (β1, . . . , βn) ∈ Nn，都有

sup
x∈Rn

∣∣xα∂βf(x)∣∣ <∞, xα =

n∏
j=1

(xj)αj , ∂β =

n∏
j=1

∂
βj
xj
.

直观上，Schwartz 函数及其所有阶导数都比任意多项式倒数衰减得快；它是 Fourier 变换最
稳定的经典函数空间之一。

正式定理 6.140（Fourier 反演定理） 若 f ∈ S(Rn)，则 f̂ ∈ S(Rn)，且

f(x) =

∫
Rn

f̂(ξ)e2πix·ξ dξ.

这里的归一化与前一条定义中的 2π 约定相配套；更换 Fourier 变换约定时，逆变换前的常
数也会改变。

定义 6.141（指数阶函数） 设 f : [0,∞)→ C。若存在常数 C > 0、a ∈ R 和 T ≥ 0，使

|f(t)| ≤ Ceat (t ≥ T ),

则称 f 在无穷远处具有指数阶 a 的增长估计。这个条件只控制大 t 的增长，不等于 f 在整
个半轴上有界，也不等于它可微。它的作用是保证在 Re s > a 时，核 e−st 足以压住 f(t) 的
增长。
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定义 6.142（Laplace 变换） 对 [0,∞) 上分段连续且满足指数阶估计的函数，Laplace 变换
定义为

Lf(s) =
∫ ∞

0
e−stf(t) dt, s ∈ C,

其中积分至少在 Re s > a 的右半平面内收敛；这里的 s 是复参数，不是时间变量 t。Laplace
变换的卷积法则使用的是单边卷积；它与 Rn 上的双边卷积不是同一个定义。

正式命题 6.143（Laplace 变换的收敛半平面） 若 f 在 [0,∞) 上分段连续，并满足指数阶 a

的估计，则对每个 s ∈ C 且 Re s > a，积分

Lf(s) =
∫ ∞

0
e−stf(t) dt

绝对收敛；在半平面 {s : Re s > a} 上它是全纯函数。因此“Laplace 变换在 s 足够大时收
敛”严格地说是“在某个右半平面收敛”；s 的虚部仍记录振荡频率，实部负责衰减。这里引
用的是经典的收敛与全纯性结论，本节不展开估计证明。

证明. 当 Re s > a 时，对充分大的 t 有

|e−stf(t)| ≤ Ce−(Re s−a)t,

右端可积；有限区间上的分段连续性负责剩余部分。因此积分绝对收敛。对任意紧子集 K ⊂ {s :
Re s > a}，可以用同一个正的指数衰减率控制所有 s ∈ K，于是可用一致支配收敛定理对 s 求
导，得到全纯性。

时间信号
f(t)

卷 积
滑动叠加

Fourier
频率分解

Laplace
复参数编码

同一个函数可以被换一种“坐标系”观察：时间、频率或复参数

图 37. 积分变换支线的阅读地图：卷积、Fourier 和 Laplace 都是把函数重新编码的工具。

信号 f(y) 滑动核 g(x− y) 叠加结果 (f ∗ g)(x)

图 38. 卷积的滑动图像：固定 x 后，把一个函数反射并平移，与另一个函数逐点相乘再积分，得到当前
位置的叠加值。
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例子 6.144（两个区间函数的卷积） 令 f = 1[0,1] 为区间 [0, 1] 的示性函数。由卷积定义，

(f ∗ f)(x) = length
(
[0, 1] ∩ [x− 1, x]

)
,

其中 length 表示区间长度。因此

(f ∗ f)(x) =



0, x < 0,

x, 0 ≤ x ≤ 1,

2− x, 1 ≤ x ≤ 2,

0, x > 2.

卷积把两个“矩形”叠加成三角形；这里的三角形不是额外假设，而是两个区间的交集长度
随 x 变化的结果。这也说明“滑动核”图像中的几何运动如何变成一个明确的积分公式。

正式定理 6.145（卷积定理与基本变换法则） 在满足相应可积条件时，

f̂ ∗ g(ξ) = f̂(ξ)ĝ(ξ),

并且
L(f ∗+ g)(s) = Lf(s)Lg(s).

若 f 分段 C1，且 f, f ′ 都满足指数增长估计，则在 Re s 足够大时，

L(f ′)(s) = sLf(s)− f(0).

这些是正式变换法则；具体函数空间和收敛域不能省略。

例子 6.146（指数函数的 Laplace 变换） 若 a ∈ C，则在 Re(s+ a) > 0 时

L(e−at)(s) =
∫ ∞

0
e−(s+a)t dt =

1

s+ a
.

与本路线的接口。 Laurent 级数和留数控制复坐标图中的局部奇点；Fourier 与 Laplace 变换服
务于偏微分方程、谱理论和核函数计算，但不能直接等同于模空间、周期映射或 Teichmüller 空
间。

正式定理 6.147（黎曼映射定理） 任意单连通且不等于整个 C 的平面开域 D 都存在双射
φ : D → D，使 φ 与 φ−1 都全纯；这就是“双全纯同构”的含义。若指定 z0 ∈ D，则存在唯
一这样的 φ 满足

φ(z0) = 0, φ′(z0) > 0.

这是正式的高级定理，本文只陈述而不证明。
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6.6 从一个平面到一张曲面
一张球面不能用一张平面坐标图无重叠地覆盖，但可以用几张地图。若两张地图重叠时的坐标转
换是全纯函数，这些地图就构成复结构。

U1 ⊂ X

曲面上的一块
ϕ1(U1) ⊂ C
第一张地图

U2 ⊂ X

另一块
ϕ2(U2) ⊂ C
第二张地图

φ1

φ2

φ2 ◦ φ−1
1

全纯过渡

重叠区域中的地图必须相互兼容

图 39. 复结构的地图直觉：曲面本身不是一张平面，复坐标来自许多局部地图；关键是重叠处的坐标转
换。

定义 6.148（坐标图） 拓扑空间 X 的坐标图是一个对 (U,ϕ)，其中 U ⊆ X 是开集，ϕ : U →
V ⊆ C 是同胚，且坐标像 V 是复平面中的开集。它把曲面上的一小块区域用复平面坐标表
示。

定义 6.149（图册） 覆盖 X 的坐标图族 {(Ui, ϕi)}i∈I 称为图册。图册是多张局部地图的集
合；它本身只说明地图覆盖了空间，还没有规定重叠处的坐标转换具有什么正则性。

定义 6.150（相容坐标图）设 (U,ϕ)、(V, ψ)是同一个拓扑空间 X 上的坐标图。若 U∩V 6= ∅，
则在坐标交集上有过渡映射

ψ ◦ ϕ−1 : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V ).

在光滑理论中，若这个映射及其逆映射都是 C∞，称两图光滑相容；在复理论中，若它们都
是全纯，称两图复相容。这里的“相容”不是说两张地图完全相同，而是说在重叠区域中可
以用允许的坐标变换互相翻译。

定义 6.151（复图册） 若图册中的任意两张地图在重叠处的坐标转换

ϕj ◦ ϕ−1
i

都是全纯且逆映射全纯，即任意两图都复相容，则称该图册为复图册。
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定义 6.152（复结构） 设 A 是一个复图册。它的极大扩张定义为

Amax :=
{
(U,ϕ) : (U,ϕ) 是坐标图，且与A 中的每一张图复相容}.

一个复结构就是这样的极大复图册；在实际使用中，常先写出一个较小的复图册，再把所有
与它相容的坐标图补入 Amax。要求坐标像开，是为了让过渡映射确实定义在复平面的开集
之间。复结构因此是“允许哪些局部坐标作为全纯坐标”的整体规则，不是一张单独的坐标
图，也不是一个距离函数。

正式命题 6.153（复图册的过渡恒等式） 设 (Ui, ϕi)、(Uj , ϕj)、(Uk, ϕk) 是同一复图册中的
三张坐标图。在三重交集非空的部分，过渡映射满足

ϕk ◦ ϕ−1
i = (ϕk ◦ ϕ−1

j ) ◦ (ϕj ◦ ϕ−1
i ), (ϕj ◦ ϕ−1

i )−1 = ϕi ◦ ϕ−1
j .

因此坐标变换的复合不会产生新的不一致；全纯性在复合和取逆下保持。这组恒等式是“局
部地图能够拼成一个整体”的严格版本，而不是图形上把几张纸重叠起来的比喻。

证明. 两个等式都来自函数复合的结合律和 ϕ−1
j ◦ ϕj = id。复图册的定义已经保证每个过渡映

射及其逆映射全纯；全纯函数的复合仍全纯，所以三重交集中的两条坐标翻译确实给出同一条全
纯翻译。

正式命题 6.154（极大复图册的唯一性） 若两个复图册 A,B 都包含同一个复图册 A0，并
且都是 A0 的极大扩张，则 A = B。更一般地，两个复结构相同，当且仅当它们的坐标图并
集仍是复图册。

证明. 若 A 和 B 都是所有与 A0 中每张图相容的坐标图的集合，则二者按照 Amax 的定义逐
项相等。对后一断言，若两个极大图册的并集是复图册，则 A ∪ B 同时包含二者；极大性迫使
A = A ∪ B = B。反过来若二者相等，并集当然仍是同一个复图册。

定义 6.155（Hausdorff空间） 拓扑空间 X 称为Hausdorff 空间，如果任意两个不同点 x 6= y

都有不相交的开邻域 U 3 x、V 3 y。它保证不同点在拓扑上可以被分离。

定义 6.156（第二可数空间）拓扑空间X 称为第二可数，如果存在可数个开集 B = {B1, B2, . . .}，
使 X 中每个开集都能写成这些 Bi 的并。这是一种可数性条件，用来排除过于巨大的局部地
图系统。
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定义 6.157（二维拓扑流形） 二维拓扑流形是一个满足 Hausdorff 条件和 第二可数性的拓
扑空间 X，并且每个点都有一个邻域同胚于 R2 的开集。这个最低条件保证“局部像平面”，
同时排除点的分离性和可数性上的基本病态。注意：这只是拓扑流形的定义；它还没有给出
距离、微分或复坐标。

定义 6.158（黎曼曲面） 黎曼曲面是一个二维拓扑流形 X，配备一族坐标图 (Ui, ϕi)，其中
ϕi : Ui → Vi ⊆ C 是同胚，Vi 为开集，并且这些 Ui 覆盖 X。在 Ui ∩ Uj 6= ∅ 时，过渡映射

ϕj ◦ ϕ−1
i : ϕi(Ui ∩ Uj) −→ ϕj(Ui ∩ Uj)

是全纯且逆映射全纯。这样的坐标图族称为复图册；它所确定的结构称为复结构。

例子 6.159（平面与球面的复图册） 复平面 C 可以用一张坐标图覆盖自己：取 U = C、
ϕ(z) = z。这里“一个坐标图”已经足够，是因为整个对象本身就是一个复平面的开集。
球面可用扩充复平面

Ĉ := C ∪ {∞}

表示。取两个坐标邻域
U0 = Ĉ \ {∞}, U∞ = Ĉ \ {0},

并定义
ϕ0(z) = z, ϕ∞(z) = 1/z (z 6= 0), ϕ∞(∞) = 0.

在交集 U0 ∩ U∞ = C× 上（这里 C× := C \ {0}），

ϕ∞ ◦ ϕ−1
0 (z) = 1/z,

它在 C× 上全纯，且逆映射仍是 z 7→ 1/z。因此，球面不是“某个地方偷偷放了一张平面”，
而是两张局部平面地图通过允许的全纯过渡函数拼接出来的黎曼曲面。

定义 6.160（黎曼曲面之间的全纯映射） 设 X,Y 是黎曼曲面。映射 f : X → Y 称为全纯
映射，如果对每个 x ∈ X，都存在 x 的坐标邻域 U、f(x) 的坐标邻域 V，使 f(U) ⊆ V，并
且坐标表达式

w ◦ f |U ◦ z−1 : z(U) −→ w(V )

是复平面开集之间的全纯函数。由于复平面上的全纯函数连续，局部坐标又是同胚，全纯映
射自动连续；但它不要求单射、满射或存在逆映射。例如 z 7→ z2 : C → C 是全纯映射，但
不是单射。
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正式命题 6.161（全纯映射的坐标独立性） 设 f : X → Y 是黎曼曲面之间的映射。若在一
组局部坐标中

w ◦ f ◦ z−1

是全纯的，那么在任何与之相容、且定义在相应重叠邻域上的坐标 z′ 与 w′ 中，表达式
w′ ◦ f ◦ (z′)−1 也全纯。因此，全纯性是黎曼曲面上的内在性质，不依赖于读者选择哪一张允
许的局部地图。

证明. 在所有表达式有意义的重叠区域上，函数复合给出

w′ ◦ f ◦ (z′)−1 =
(
w′ ◦ w−1

)
◦
(
w ◦ f ◦ z−1

)
◦
(
z ◦ (z′)−1

)
.

中间的两个坐标过渡映射全纯，假设中的坐标表达式也全纯；全纯函数的复合保持全纯，故结论
成立。逆向选择坐标的论证完全相同。

定义 6.162（双全纯映射） 设 X,Y 是黎曼曲面。若 f : X → Y 是双射、是全纯映射，并
且逆映射 f−1 : Y → X 也是全纯映射，则称 f 为双全纯映射。双全纯映射是黎曼曲面范畴
中“保持复结构的同构”：它不仅逐点一一对应，而且正向和逆向都尊重复结构。因而“全
纯”与“双全纯”的差别，正是“正向结构保持”与“正逆两向可逆结构保持”的差别。

定义 6.163（局部双射与局部双全纯） 映射 f : X → Y 在 x ∈ X 处称为局部双射，如果存
在 x 的开邻域 U ⊆ X 和 f(x) 的开邻域 V ⊆ Y，使得

f |U : U −→ V

是双射。它只要求在一个小范围内一一对应，不要求整个 f : X → Y 单射。若 X,Y 是黎
曼曲面，且每个点都有这样的邻域，同时限制映射及其逆映射都是全纯的，则称 f 局部双全
纯。局部双全纯是局部性质；双全纯则是全局双射加上全局逆映射全纯。

定义 6.164（局部同胚）拓扑空间之间的映射 f : X → Y 称为局部同胚，如果对每个 x ∈ X，
存在 x 的开邻域 U 和 f(x) 的开邻域 V，使限制映射

f |U : U −→ V

是同胚。局部同胚只要求每个点附近有可逆坐标，不要求整个 f 单射或满射；例如覆盖映射
和“把平面中相差周期向量的点识别”得到的商投影通常局部可逆，却可能把不同的远处点
送到同一个目标点。
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正式命题 6.165（局部同胚是开映射） 若 f : X → Y 是局部同胚，则 f 是连续开映射。换
言之，局部同胚同时具有两层含义：每个点附近有同胚坐标，并且任意开集的正向像仍是开
集。

证明. 先证连续性。设W ⊆ Y 开，取 x ∈ f−1(W )。由局部同胚定义，存在开集 U 3 x、V 3 f(x)，
使 f |U : U → V 是同胚。于是

f−1(W ) ∩ U = (f |U )−1(W ∩ V )

在 U 中开，也就在 X 中开。对所有 x 并起来，f−1(W ) 开。
再设 O ⊆ X 开，取 y ∈ f(O)，并选 x ∈ O 使 f(x) = y。仍取局部同胚邻域 U 3 x、V 3 y。

因为 O ∩ U 在 U 中开，且 f |U 是同胚，故 (f |U )(O ∩ U) 在 V 中开，从而在 Y 中开。它包含
y，并且

f(O) =
⋃
x∈O

(f |Ux)(O ∩ Ux),

所以 f(O) 是开集。

正式命题 6.166（局部同胚加全局双射得到同胚） 若 f : X → Y 是局部同胚且是双射，则
f 是同胚。这里的逻辑分工是：局部同胚给出连续性和开性，双射把局部的唯一性升级为全
局逆映射。

证明. 上一命题说明 f 连续且开。因为 f 双射，对任意 X 中的开集 O，

(f−1)−1(O) = f(O)

在 Y 中开，所以 f−1 连续。结合双射性，f 是同胚。

例子 6.167（局部可逆不等于全局可逆） 指数参数

p : R −→ S1, p(t) = (cos t, sin t)

在每个 t0 附近都可以缩小定义域，使其成为一个小弧段到 S1 的同胚，所以它是局部同胚；
但 p(t) = p(t+ 2π)，故不是全局单射，也不是同胚。它说明“局部坐标可逆”与“整个对象
只有一个原像”是两个独立问题。
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正式定理 6.168（紧致 Hausdorff 下的连续双射） 若 X 是紧致空间、Y 是 Hausdorff 空间，
且 f : X → Y 是连续双射，则 f 是同胚。换句话说，在这个附加条件下，连续双射的逆映
射连续性不必另行猜测；没有紧致性或 Hausdorff 条件时，不能直接使用这个结论。

说明 6.169（连续—开—闭—嵌入—同胚的读法） 可以按以下顺序检查一个拓扑映射：

名称 必须检查的条件
连续 目标开集的原像开
开映射 定义域开集的像开
闭映射 定义域闭集的像闭
拓扑嵌入 连续单射，且到像集的逆连续
同胚 全局双射，且正向与逆向都连续
局部同胚 每个点附近限制后是同胚

嵌入和局部同胚的目标都是“像集”或“小邻域”，而同胚的目标是整个陪域；这正是三者不
能混用的类型原因。

说明 6.170（映射性质的正交读法）“单射/满射/双射”与“连续/光滑/全纯”回答的是两组
不同问题，不能把它们排成一条单一的强弱链：前一组问纤维有多大、陪域是否被覆盖，后
一组问局部结构是否被连续地或可微地尊重。因而一个映射可以是连续双射却不是同胚（逆
映射不连续），可以是全纯但不双射，也可以是双射但不连续；只有把两组条件同时写出，才
能准确判断它属于哪一类。例如

x 7−→ x2 : R→ [0,∞)

是光滑满射但不是单射，而
x 7−→ x+ x3 : R→ R

是光滑双射，且导数 1+3x2 处处非零；由逆函数定理，它的逆函数在每一点局部光滑，再结
合全局双射得到实直线上的微分同胚。相反，x 7→ x3 虽然也是光滑双射，但逆函数 x 7→ 3

√
x

在 0 处不光滑，所以它不是微分同胚。这个“横向组合”原则会在同胚、微分同胚、双全纯
映射和模空间商映射中反复出现。
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正式命题 6.171（结构保持的可逆性层次） 设 X,Y 是带有相应结构的空间。在适用的类别
中，下列蕴含成立：

双全纯映射 =⇒微分同胚 =⇒同胚 =⇒连续双射.

这里第一步要求 X,Y 是黎曼曲面并使用其标准光滑结构；第二步是因为光滑映射必连续。
这些箭头只表示“保留的结构逐层减少”，不表示逆向成立，也不把 同伦等价 放在这条可逆
映射链上。更具体地，

层次 正向与逆向必须保留的资料 一个不能省略的检查

同胚 拓扑与连续性 f−1 也必须连续
微分同胚 光滑结构 f−1 也必须光滑
双全纯 复结构与全纯性 f−1 也必须全纯
同伦等价 连续变形意义下的可逆性 只要求存在同伦逆，不要求 f 是

双射

证明. 双全纯映射及其逆在局部复坐标中全纯，因此在底层实坐标中光滑；光滑映射连续，所以
得到前两步蕴含。一个同胚按定义是连续双射且逆连续，当然也是连续双射。反向不成立的例子
分别说明缺少哪一层资料：

R→ R, x 7→ x3 : 是同胚，但逆函数x 7→ 3
√
x 在0 处不光滑，故不是微分同胚;

C→ C, z 7→ z : 是微分同胚，但不是全纯，故不是双全纯;

D2 ' {∗} : 圆盘与一点同伦等价，但不可能同胚，因为它们的点集基数不同.

最后一行说明同伦等价是空间层面的更粗关系；它不能被误读为可逆连续地图，也不能替代同
胚、微分同胚或双全纯的定义。

说明 6.172（映射性质的结构桥） 把模块零的集合论性质逐层加上结构，可以记成

双射+连续+逆连续 = 同胚,
双射+全纯+逆全纯 = 双全纯,

结构保持+双射 = 相应类别中的同构.

同胚的正式定义在模块四，双全纯的正式定义在上面；这些等式是定义的组合，不是额外的
分类定理。还要区分局部与全局：例如把平面中相差一个周期向量的点识别后得到的商映射，
在每个小邻域上可以是双全纯的，但全局上会把相差周期的点合并，因此通常不是单射。商
映射会有意地合并纤维，而拉回映射则通过纤维积重新组织参数；它们都不是“自动保持双
射”的普通函数。
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这里要区分三个对象：

对象 含义

底层曲面 只知道点如何邻近、是否连通、有哪些洞
复结构 规定哪些局部坐标转换是全纯的
全纯函数 在已经给定复结构后，研究从一个黎曼曲面到另一个的全纯映射

6.7 学习单元：定义、证明、推论与练习
定义回收。 全纯性不是“实部和虚部分别可微”这么弱，而是复差商从所有方向趋近时都有同
一个极限。复结构则把这种局部的全纯性要求放到坐标图之间。

正式命题 6.173（z2 的复导数） 函数 f(z) = z2 在整个复平面上全纯，且 f ′(z) = 2z。

证明. 对任意 z ∈ C，
(z + h)2 − z2

h
=

2zh+ h2

h
= 2z + h.

当 h→ 0 时，右边趋于 2z，而且这个极限与 h 趋近的方向无关。因此复导数存在，函数处处全
纯。

推论。 由加法、乘法和复合的求导法则，所有复系数多项式都全纯；有理函数在分母不为零的
地方全纯。柯西–黎曼方程是检验复可微性的实坐标表达，但它本身必须与相应的可微性假设一
起使用。

具象化说明。 在平面上把一小块网格送入 z2 后，局部图形会旋转和缩放，但不会把一个小角度
改变成另一个不相等的角度。这就是“全纯且导数非零时共形”的图形直觉。

练习。

M3B.1. 用差商直接计算 f(z) = z3 的复导数。

M3B.2. 检查 f(z) = z 在 0 处是否有复导数，并说明它为什么不在任何开邻域上全纯。

M3B.3. 对 f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 写出柯西–黎曼方程，并应用于 f(z) = z2。

M3B.4. 解释为什么球面需要至少两张坐标图，以及重叠区域的坐标转换为什么是研究复结构的关
键。

答案提示与自检
M3B.1 差商为 3z2 + 3zh+ h2，故导数为 3z2。M3B.2 沿实轴方向差商为 1，沿虚轴方向差商为

−1，所以在 0处也不存在复导数。M3B.3 u = x2− y2, v = 2xy，有 ux = vy = 2x、uy = −vx = −2y。
M3B.4 球面不能由一张平面坐标图覆盖；两张图的重叠转换（反演型分式变换）必须全纯，这正是复
结构的局部粘合规则。
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6.8 复分析工具箱：留数与变换的综合练习
前面的练习分别检验极限和复导数；本小节把 Laurent 展开、留数、卷积、Fourier 与 Laplace
放在同一条计算链上。每题先写清楚定义域和收敛条件，再计算；只写一个漂亮的最终公式不能
代替条件检查。

练习。

M3C.1. 在 0 < |z| < 1 与 1 < |z| 两个区域分别展开 1/(z(1− z)) 的 Laurent 级数，并指出两种展
开的收敛域。

M3C.2. 计算 f(z) = 1/(z2(z − 1)) 在 z = 0 和 z = 1 的留数，说明部分分式与 Laurent 系数如何
对应。

M3C.3. 用留数定理计算
∮
|z|=2

dz

z2 + 1
，并列出曲线内部的奇点。

M3C.4. 设 f(t) = e−t1t≥0、g(t) = 1t≥0。写出单边卷积 (f ∗+ g)(t)，并用 Laplace 乘法法则核对结
果。

M3C.5. 说明 Fourier 变换中的卷积使用 R 上的积分，而 Laplace 的单边卷积使用 [0, t]；指出两者
不能不加条件地混写。

M3C.6. 对 u(t) = te−t 计算 Laplace 变换，并用微分法则检查 u′(t) 的变换中出现的初值项。

M3C.7. 令 A = [0, 1]、B = [1/2, 3/2]。逐点验证 1A1B = 1A∩B 和 1A + 1B − 1A1B = 1A∪B，并说
明这里的等式是函数的逐点相等。

M3C.8. 令 F (x, y) = 1[0,1](x)1[0,2](y)。分别先对 y 再对 x，以及先对 x 再对 y 积分，检验 Tonelli–
Fubini 交换积分接口。

M3C.9. 令 fk(x) = 1[0,1](x)e−x/k。找出一个与 k 无关的 L1 上界，验证支配收敛定理的条件，并计
算 limk→∞

∫
R fk(x) dx。

M3C.10. 对 f = 1[0,1]，不用重新展开积分，只利用区间交集长度的公式，求 (f ∗ f)(1/2)、(f ∗ f)(1)、
(f ∗ f)(3/2)，并指出 f ∗ f 的支集。

答案提示与自检
M3C.1 用 1/(1 − z) =

∑
n≥0 z

n 得到 z−1 + 1 + z + · · ·（|z| < 1）；在 |z| > 1 应改写为
−z−2(1− z−1)−1，得到 −z−2 − z−3 − · · ·。

M3C.2 部分分式为 −1/z − 1/z2 + 1/(z − 1)，所以 Res0 f = −1、Res1 f = 1。
M3C.3 奇点为 i,−i，留数分别为 1/(2i) 与 −1/(2i)，和为 0，故积分为 0。
M3C.4 (f ∗+ g)(t) =

∫ t

0
e−udu = 1− e−t，其 Laplace 变换为 1/(s(s+ 1))，等于 F (s)G(s)。

M3C.5 Fourier 卷积是全轴卷积，Laplace 卷积是因果的单边卷积；必须先说明函数空间、增长
条件和积分存在性。

M3C.6 L{te−t}(s) = 1/(s+ 1)2；微分法则应保留 u(0) 项，并检查 u(0) = 0。
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答案提示与自检
新增接口练习。
M3C.7 A ∩B = [1/2, 1]、A ∪B = [0, 3/2]。对每个 x，两边都在相应集合内取 1，否则取 0，所

以得到逐点函数等式。
M3C.8 先对 y 积分得到 21[0,1](x)，再对 x 积分得 2；反向积分先得到 1[0,2](y)，再对 y 积分也

得 2。因为 F ≥ 0，这里使用的是 Tonelli 型结论。
M3C.9 取 g = 1[0,1]，则 0 ≤ fk ≤ g，且 fk(x)→ 1[0,1](x) 几乎处处。于是

lim
k→∞

∫
R
fk(x) dx =

∫ 1

0

1 dx = 1;

直接计算也给出 k(1− e−1/k)→ 1。
M3C.10由区间交集长度公式，(f ∗f)(1/2) = 1/2、(f ∗f)(1) = 1、(f ∗f)(3/2) = 1/2；当 x /∈ [0, 2]

时交集为空，所以支集为 [0, 2]。

6.9 本模块的交接
本模块的依赖链是

复数 −→复导数 −→全纯函数 −→全纯坐标转换 −→复结构.

本模块交出“复结构”这一概念：它是局部复坐标及其全纯过渡规则，不是度量，也不是参数空
间。要比较两种复结构是否相同，需要知道底层曲面的连续变形和标记，这交给下一模块。
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7 模块四：拓扑、曲面、同伦和标记

本模块导航

进入前 先掌握集合、函数和基本的群作用；不要求先会微积分。

本模块产出 会区分拓扑、同胚、同伦、同位、基本群、亏格、标记和映射类群。

出口检查 能说明圆盘、圆周、球面和环面的差别，并回答“哪个信息被保留、哪个信
息被忘掉”。

7.1 连续性先于长度
拓扑研究连续变形下不变的结构。咖啡杯和带一个把手的环面可以连续变形为同类；撕裂或粘合
则不允许。

相同方向粘合

相
同
方
向
粘
合

一个基本方形

环面示意

图 40. 把方形的两组对边分别粘合，可以得到环面的拓扑模型；图中只表达粘合关系，不表示真实的三
维嵌入。

说明 7.1（拓扑空间与连续映射的系统回顾） 拓扑空间和连续映射的正式定义已在模块三给
出。本模块把它们放回曲面背景：现在的重点不只是“哪些集合开”，而是连续映射如何识
别曲面、闭路和洞。

说明 7.2（同胚的定义回收） 同胚已在模块三作为坐标图的基础定义：它是连续双射且逆映
射也连续。本模块将重点转向同胚保持的拓扑性质，而不重复定义。

说明 7.3（拓扑流形的曲面条件） 二维拓扑流形的最低公理已在模块三给出。若 S 还紧致，
即任意开覆盖都有有限子覆盖；由于二维拓扑流形的局部模型取为 R2，它本身无边界。在
一组局部坐标中把平面标准的逆时针方向称为正向；若可以在所有重叠坐标中选择彼此相容
的正向，就称曲面可定向。闭的可定向曲面就是紧致、无边界且可定向的曲面；Teichmüller
路线固定的参考曲面正是这一类对象。
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定义 7.4（二维局部定向类） 在二维实向量空间 V 中，取两个有序基 (v1, v2) 与 (w1, w2)。
若存在矩阵 A ∈ GL2(R) 使

(w1, w2) = (v1, v2)A,

并且 detA > 0，就称这两个有序基同向；若 detA < 0，就称它们反向。“同向”是等价关
系，因为换基矩阵的行列式相乘，而且可逆矩阵的行列式不为零；因此所有有序基恰好分成
两个方向类。选择其中一个类，就是 V 的一个局部定向。
在一个坐标圆盘中，我们把 R2 的逆时针标准方向带回曲面，作为该圆盘的局部正向；

两个重叠坐标圆盘的选择相容，意思是它们在重叠处给出同一个局部方向类。当坐标转换可
微时，这个相容条件具体写成 detD(ψ ◦ϕ−1) > 0；在尚未引入切空间的拓扑阶段，“局部定
向类”先作为坐标圆盘上的两选择数据使用，切空间中的正式微分表达留到模块五。

定义 7.5（曲面定向） 曲面的一个定向，是在每个局部坐标邻域选择一个局部正向，并要
求相交坐标邻域中的选择相容；等价地，它是每一点的局部定向类的连续选择。对平面而言，
通常约定逆时针为正向；在曲面上，这个约定必须通过坐标重叠一致地拼起来。定向是拓扑
的局部资料，不需要先指定长度、角度或复结构。

定义 7.6（方向保持映射） 设 S, S′ 是已选定定向的曲面，且 f : S → S′ 是同胚。若对每一
点，f 把 S 的正向局部定向类送到 S′ 的正向局部定向类，则称 f 方向保持；若送到反向局
部定向类，则称为方向反转。这里先谈的是定向的保持，不是导数行列式的符号；在有光滑
结构时，后者是前者的微分表达。

定义 7.7（邻域） 在拓扑空间 X 中，若存在开集 U 使

x ∈ U ⊆ N,

就称 N 是点 x 的一个邻域。邻域不一定本身是开集；它只需要包含一个围绕 x 的开集。比
如在 R 中，[0, 1] 是点 1/2 的邻域，虽然它不是开集；而 (0, 1) 是一个开邻域。邻域表达“在
某个局部范围内讨论”，但不自动表达距离大小。
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定义 7.8（紧致性） 集合族 {Uα}α∈A 覆盖 K ⊆ X，是指

K ⊆
⋃
α∈A

Uα.

若每个 Uα 都是开集，并且从中可以选出有限多个仍覆盖 K，就称这组开集是一个有限子覆
盖。若 K 的每一个开覆盖都有有限子覆盖，则称 K 紧致。紧致性的直观含义是：虽然可能
用无限多张局部地图覆盖它，但总能压缩到有限张。下一条 Heine–Borel 定理只在 Rn 中把
它与“闭且有界”联系起来；这不是紧致性的定义。

正式定理 7.9（Heine–Borel 定理） 在通常拓扑的 Rn 中，集合 K 紧致，当且仅当 K 闭且
有界。

正式命题 7.10（连续像保持紧致、连通与路径连通） 设 f : X → Y 是连续映射。

(a) 若 K ⊆ X 紧致，则 f(K) ⊆ Y 紧致；

(b) 若 X 连通，则 f(X) 连通；

(c) 若 X 路径连通，则 f(X) 路径连通。

因此，连续映射不能把一个连通空间的像撕成两个分离部分，也不能把一条连续路径变成跳
跃的路径；但连续映射可以把不同点合并，所以它不必保持单射。

证明. (a) 设 {Vα}α∈A 是 f(K) 的开覆盖。则 {f−1(Vα)}α∈A 是 K 的开覆盖。由 K 紧致，存在
有限个指标 α1, . . . , αr 覆盖 K，于是 Vα1 , . . . , Vαr 覆盖 f(K)。

(b) 若 f(X) 不连通，则存在互不相交的非空子空间开集 U, V ⊆ f(X)，使 f(X) = U ∪ V。
可写成 U = f(X) ∩ U ′、V = f(X) ∩ V ′，其中 U ′, V ′ 是 Y 中的开集。连续性给出

f−1(U) = f−1(U ′), f−1(V ) = f−1(V ′),

所以它们是 X 中的开集；它们非空、互不相交并覆盖 X，与 X 连通矛盾。
(c) 任取 f(x0), f(x1) ∈ f(X)。取路径 γ : [0, 1]→ X 连接 x0, x1，则 f ◦ γ 是连续路径，连

接 f(x0) 与 f(x1)。

正式命题 7.11（Hausdorff 空间中的紧致集是闭集） 若 Y 是 Hausdorff 空间，K ⊆ Y 紧致，
则 K 在 Y 中闭。因此，若 f : X → Y 连续、X 紧致且 Y Hausdorff，则 f(X) 是 Y 中的
闭集。

证明. 取 y ∈ Y \K。对每个 x ∈ K，由 Hausdorff性质可取不相交开集 Ux 3 x、Vx 3 y。{Ux}x∈K
覆盖 K，由紧致性取有限个 Ux1 , . . . , Uxr。令

U = Ux1 ∪ · · · ∪ Uxr , V = Vx1 ∩ · · · ∩ Vxr .
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则 U 是包含 K 的开集，V 是包含 y 的开集，并且 U ∩ V = ∅。所以每个 y /∈ K 都有一个不与
K 相交的开邻域，补集 Y \K 开，故 K 闭。最后一条由前一命题的 (a) 得到 f(X) 紧致，再应
用刚证明的结论。

推论 7.12（同胚保持这些拓扑性质） 若 f : X → Y 是同胚，则 X 与 Y 同时具有或同时不
具有紧致性、连通性和路径连通性。

证明. 连续映射把这些性质从 X 传到 Y = f(X)。再对同胚的逆映射 f−1 : Y → X 应用同一命
题，得到反向结论。

说明 7.13（距离、开球、邻域和拓扑） 在度量空间中，Br(x) = {y : d(x, y) < r} 是一个开
球，也是 x 的邻域。由距离可以产生一批开集；但拓扑只记录哪些集合被指定为开集，不记
录“两个点相距几厘米”。同一个拓扑可能来自不同的距离，而且并非每个抽象拓扑都必须
先给出一个距离。读者可以把这条桥记成

距离 −→开球 −→开集 −→连续性.

定义 7.14（路径与闭路） 从 x0 到 x1 的路径是连续映射

γ : [0, 1]→ X, γ(0) = x0, γ(1) = x1.

若起点和终点相同，即 γ(0) = γ(1) = x0，就称为以 x0 为基点的闭路。常值路径 γ(t) = x0

表示“停在原地”。路径是映射，γ(t) 是时刻 t 的位置；不要把一条路径只理解成没有参数
的图形。

正式定理 7.15（闭集粘合引理） 设 X = A∪B，其中 A,B 是 X 的闭子集；设 Y 是拓扑空
间，且 F : X → Y 的限制 F |A 与 F |B 都连续。则 F 连续。特别地，当 X = [0, 1]、A = [0, 12 ]、
B = [12 , 1] 时，只要两段公式在 t = 1

2 处取相同的值，把它们拼成一个函数仍然连续。
这个定理是“分段定义的公式为什么仍然连续”的正式依据；仅仅说两段图形看起来接

上，还不构成证明。

证明. 由 连续性的闭集原像判据，只需证明对任意闭集 C ⊆ Y，有

F−1(C) =
(
F |A

)−1
(C) ∪

(
F |B

)−1
(C).

第一项是 A 中的闭集，第二项是 B 中的闭集。由于 A,B 在 X 中闭，它们分别也是 X 中的闭
集；有限并仍闭，所以 F−1(C) 闭。故 F 连续。

定义 7.16（同伦） X × [0, 1] 表示所有二元组 (x, t) 的集合，其中 x ∈ X、0 ≤ t ≤ 1。其中
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x 是原空间中的点，t 是时间参数。因此映射

H : X × [0, 1]→ Y

可以理解为：每个点 x 在每个时刻 t 都被送到 Y 中的位置 H(x, t)。
两个连续映射 f0, f1 : X → Y 同伦，是指存在连续映射

H : X × [0, 1]→ Y, H(x, 0) = f0(x), H(x, 1) = f1(x).

同伦比较的是任意连续映射的连续变形；它不要求中间时刻的映射可逆。

正式命题 7.17（联合连续性与逐时刻连续性） 设 H : X × [0, 1]→ Y 连续。对每个固定的
t ∈ [0, 1]，切片

Ht : X → Y, qquadHt(x) = H(x, t)

都是连续映射。反过来，“每个 Ht 都连续”一般不能推出 H 在 X × [0, 1] 上联合连续；同
伦的定义要求的是后者。
例如定义 H : R× [0, 1]→ R 为

H(x, t) =


xt

x2 + t2
, (x, t) 6= (0, 0),

0, (x, t) = (0, 0).

对每个固定 t，函数 x 7→ H(x, t) 连续；但沿着 x = t→ 0+ 有 H(t, t) = 1
2，所以 H 在 (0, 0)

不连续。

证明. 固定 t0，定义切片包含映射

ιt0 : X → X × [0, 1], qquadx 7→ (x, t0).

它是连续的，因为积拓扑的基本矩形的原像是 U 或空集。于是 Ht0 = H ◦ ιt0 连续。反例中，固
定 t = 0 时 H(x, 0) = 0；固定 t > 0 时分母处处非零，故 x 7→ H(x, t) 连续。然而 (t, t)→ (0, 0)

而 H(t, t) = 1/2 6→ 0 = H(0, 0)，联合连续性失败。

定义 7.18（同位（isotopy）） 设 S, S′ 是拓扑空间，f0, f1 : S → S′ 是同胚。若存在连续映射

H : S × [0, 1]→ S′, H( · , 0) = f0, H( · , 1) = f1,

并且对每个 t ∈ [0, 1]，切片

Ht : S → S′, Ht(x) = H(x, t)

都是同胚，则称 H 是从 f0 到 f1 的同位，称 f0, f1 同位。因此，同伦允许中间映射折叠、合
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并点或失去可逆性；同位则要求整个变形过程中的每一张“地图”始终可逆。映射类群使用
的是自同胚之间的同位，而不是任意映射之间的普通同伦。

正式命题 7.19（同位的逆映射组成连续族） 设 S 是紧致空间，S′ 是 Hausdorff 空间，且
H : S × [0, 1]→ S′ 连续；假设每个切片 Ht : S → S′ 都是同胚。则定义

K : S′ × [0, 1] −→ S, K(y, t) = H−1
t (y)

得到连续映射。特别地，若 H 是紧致曲面之间的同位，则 K 是从 f−1
0 到 f−1

1 的同位。
这里的紧致性和 Hausdorff 条件不是装饰性的技术词：它们保证“逐时刻取逆”不会让

参数连续性丢失。对一般非紧致空间，不能只从“每个切片都是同胚”自动得到同样结论。

证明. 把 H 改写为

Ĥ : S × [0, 1] −→ S′ × [0, 1], Ĥ(x, t) = (H(x, t), t).

它连续。由于每个 Ht 都是双射，Ĥ 也是双射；其逆映射正是

Ĥ−1(y, t) =
(
H−1
t (y), t

)
.

源空间 S × [0, 1] 紧致，目标空间 S′ × [0, 1] Hausdorff，所以“紧致空间到 Hausdorff 空间的连
续双射是同胚”的定理给出 Ĥ−1 连续。取第一坐标便得到 K 连续；端点条件 K( · , 0) = f−1

0 、
K( · , 1) = f−1

1 也随即成立。

定义 7.20（方向保持同位） 设 S, S′ 是已定向曲面，且 H : S× [0, 1]→ S′ 是 同位。若每个
切片 Ht : S → S′ 都是方向保持的同胚，则称 H 是方向保持同位。这里的“方向保持”是
额外条件，不属于一般同伦或一般同位的定义。

正式命题 7.21（同位比同伦更强） 若两个同胚 f0, f1 : S → S′ 同位，则它们同伦。反之一
般不成立：对一般连续映射，同伦只要求 H : S × [0, 1]→ S′ 联合连续，不要求每个切片 Ht

是双射。比如区间上的恒等映射与常值映射同伦，但常值映射不是同胚，所以二者不可能同
位。这个例子说明的是定义层面的强弱，并不是“两个同胚同伦但不同位”的反例；若把两
端都限定为同胚，能否由同伦推出同位要使用额外的曲面或同胚群定理，不能从本例自动推
出。

证明. 同位的定义已经给出一个联合连续的 H，并满足端点条件，故它同时是同伦。对反例，令
S = [0, 1]，f0(x) = x、f1(x) = 0，取

H(x, t) = (1− t)x.

这是联合连续的，且 H(x, 0) = f0(x)、H(x, 1) = f1(x)；但 f1 把所有点合并为一个点，不是双
射，因而不可能是同胚，也不可能与 f0 同位。
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定义 7.22（保持端点的同伦） 设 γ0, γ1 : [0, 1]→ X 都从 x0 到 x1。若存在连续映射

H : [0, 1]× [0, 1]→ X

满足
H(s, 0) = γ0(s), H(s, 1) = γ1(s),

并且对所有 t ∈ [0, 1] 都有

H(0, t) = x0, H(1, t) = x1,

则称 γ0, γ1 保持端点同伦。当 x0 = x1 时，这就是以 x0 为基点的闭路同伦；基本群中的同
伦必须满足这个固定端点条件。

定义 7.23（同伦等价映射） 连续映射 f : X → Y 称为同伦等价映射，如果存在连续映射
g : Y → X，使

g ◦ f ' idX , f ◦ g ' idY .

这表示 f 和 g 在连续变形意义下互相可逆；它比同胚弱，因为中间的映射不要求逐点双射。
在带基点问题中，还要要求映射和两条同伦保持相应基点。

定义 7.24（同伦等价空间） 若存在同伦等价映射 f : X → Y，则称拓扑空间 X,Y同伦等
价，记作 X ' Y。这是空间之间的关系；同伦等价映射则是带有具体方向和公式的映射。

说明 7.25（相等、同胚、同伦与同位的层级卡片） 下面几种写法都在说“某种意义下相同”，
但它们比较的对象、允许忘掉的信息和所需的证明完全不同：

记号 比较对象 需要证明的内容

f = g 两个映射 对每个 x，逐点有 f(x) = g(x)；没有任何
“变形”过程。

f ' g 同一定义域、陪域的连续映
射

存在联合连续的 H : X × [0, 1] → Y，但中
间切片不必可逆。

f 'isot g 两个同胚 存在同伦 H，且每个切片 Ht 都是同胚；这
是同位。

X ∼= Y 两个拓扑空间（语境明确时） 存在同胚 X → Y，即有连续的双向可逆地
图。

X ' Y 两个拓扑空间 存在同伦等价映射；允许空间中有些细节被
连续收缩掉。

因此，f ' g 不是逐点相等，X ' Y 也不是同胚的另一种写法。在映射类群中，[f ] = [g] 的
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具体含义是 f 'isot g，而不是普通同伦；在抽象代数中，∼= 又通常表示同构，必须回到当时
的结构类别判读。

逐点相等
f = g

普通同伦
f ' g

中间切片不必可逆

同位
f 'isot g

每个切片都是同胚
空间同胚
X ∼= Y

连续双射且逆连续

空间同伦等价
X ' Y

允许连续收缩细节

箭头表示在相同语境下可以忘掉约束得到的蕴含；不
同层级的记号不能互换，反向箭头也不能默认存在。

图 41. 相等、同伦、同位、同胚与同伦等价的逻辑位置。映射之间的比较和空间之间的比较分成两行，避
免把它们误读成同一种关系。

正式命题 7.26（同伦等价是空间之间的等价关系） 在拓扑空间的类中，关系 X ' Y 是等价
关系：每个空间与自身同伦等价；若 X ' Y，则 Y ' X；若 X ' Y 且 Y ' Z，则 X ' Z。
因此“同伦等价空间”可以分成同伦类型；这比把具体空间按同胚分类更粗，因为同伦等价
不要求存在双射。

证明. 恒等映射本身给出自反性。若 f : X → Y、g : Y → X 互为同伦逆，则交换二者的角色
得到对称性。若 f : X → Y 的同伦逆为 g : Y → X，u : Y → Z 的同伦逆为 v : Z → Y，则
u ◦ f : X → Z 的同伦逆为 g ◦ v : Z → X。因为

(g ◦ v) ◦ (u ◦ f) = g ◦ (v ◦ u) ◦ f ' g ◦ idY ◦f = g ◦ f ' idX ,

而
(u ◦ f) ◦ (g ◦ v) = u ◦ (f ◦ g) ◦ v ' u ◦ idY ◦v = u ◦ v ' idZ .

这里使用的是：同伦与连续映射复合后仍是同伦；故 u ◦ f 是同伦等价。

定义 7.27（映射的同伦类） 固定拓扑空间 X,Y 和一个连续映射 f : X → Y。按照普通同
伦关系，定义

[f ]≃ := {g : X → Y : g 连续且g ' f}.

这个集合称为 f 的同伦类。下标 ' 提醒读者：这里按的是普通同伦，而不是同位、同胚或点
态相等。待下面的命题验证等价关系之后，不同同伦类才构成所有连续映射的一个商集；届
时写 [f ]≃ = [g]≃ 等价于写 f ' g。
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正式命题 7.28（同伦确实给出等价关系） 在固定的定义域 X 和陪域 Y 下，连续映射之间
的同伦关系是等价关系：

(i) 自反性：f ' f，取 H(x, t) = f(x)；

(ii) 对称性：若 f ' g，则 g ' f，把参数 t 换成 1− t；

(iii) 传递性：若 f ' g 且 g ' h，把两个同伦在时间方向首尾拼接即可得到 f ' h。

因此 [f ] 可以严格表示映射 f 的同伦类，而不是一句模糊的“差不多能连续变形”。对固定
端点的路径同伦也同样成立；固定端点条件必须在首尾拼接时保留下来。

证明. 自反性取常值同伦 H(x, t) = f(x)。若 H 从 f 到 g，令 H̃(x, t) = H(x, 1− t)，便得到从
g 到 f 的同伦。若 H 从 f 到 g，K 从 g 到 h，定义

L(x, t) =

H(x, 2t), 0 ≤ t ≤ 1
2 ,

K(x, 2t− 1), 1
2 ≤ t ≤ 1.

在 t = 1
2 处两段都取 g(x)，所以首尾拼接连续；它从 f 到 h。若 H,K 还满足固定端点条件，则

L 也满足固定端点条件。

圆盘中的闭路可收缩

t : 0 → 1

穿孔区域的绕圈留下障碍

图 42. 同伦的几何直觉：在没有洞的区域，闭路可以连续收缩；围绕一个洞的闭路不能只靠连续变形穿
过洞。图示用于理解，不代替基本群证明。

定义 7.29（连通空间）拓扑空间 X 称为连通，是指不存在两个不相交的非空开集 U, V ⊆ X，
使

X = U ∪ V.

换句话说，不能把 X 分成两个彼此隔开的非空开部分。这里的“连通”只禁止整体分裂；它
并没有要求任意两点之间存在一条路径。

定义 7.30（路径连通空间） 拓扑空间 X 称为路径连通，是指对任意 x0, x1 ∈ X，都存在路
径

γ : [0, 1]→ X, γ(0) = x0, γ(1) = x1.

它要求“任意两点可以沿一条连续路径连接”，比连通性要求更强；路径连通蕴含连通，但
在一般拓扑空间中连通不必蕴含路径连通。后一个反例需要较细的点集拓扑构造；在通常研
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究的流形中，局部欧氏结构会使这两种性质更接近，但不能把它们在定义层面当成同义词。

正式命题 7.31（路径连通蕴含连通） 每个路径连通空间都是连通空间。

证明. 反设 X = U ∪ V，其中 U, V 是不相交的非空开集。取 x0 ∈ U、x1 ∈ V，并取一条路径
γ : [0, 1]→ X 连接它们。由于 γ 连续，γ−1(U) 与 γ−1(V ) 是区间 [0, 1] 中的相对开集；它们不
相交、非空，并且覆盖 [0, 1]，因为 U ∪ V = X。这与实数区间 [0, 1] 的连通性定理矛盾。因此不
存在这样的分离，X 连通。

说明 7.32（为什么证明会经过单位区间） 路径的定义域固定为 [0, 1]，所以“路径不能从一
块跳到另一块”的正式理由不是图形直觉，而是：连续映射把区间中的分离拉回成区间的分
离，而区间本身不能被这样分开。这也提醒我们，拓扑证明经常通过研究原像来传递性质；
后面连续映射、商映射和基本群都会重复这个模式。

定义 7.33（单连通空间） 路径连通空间 X 称为单连通，是指对任意基点 x0，每条以 x0 为
基点的闭路都与常值闭路保持端点同伦。基本群定义完成后，这等价于 π1(X,x0) 是平凡群；
当前定义先不把尚未定义的 π1 当作单连通性的前提。单连通比路径连通多排除了“不能连
续收缩的洞”。

定义 7.34（三角剖分） 把曲面切成许多小三角形时，三角形的角、边和内部区域分别称为
顶点、边和面；要求每个小块同胚于闭三角形，且两个小块的交集只能是空集、一个公共顶
点或一条公共边。满足这些相容条件的拼法称为三角剖分。三角剖分把连续曲面暂时替换成
可数的组合数据，但它不是把曲面嵌入某个三维空间的要求。

定义 7.35（胞腔分解） 更一般地，把空间分解为若干个彼此按边界粘合的开胞腔，称为胞
腔分解；曲面上的二维胞腔通常是多边形内部，0-胞腔是顶点，1-胞腔是边，2-胞腔是面。三
角剖分是胞腔分解的特殊情形，但胞腔分解允许面是多边形，因而方形对边粘合的环面模型
也可用它描述。

定义 7.36（欧拉示性数）若闭曲面具有一个有限胞腔分解，记 V,E, F 分别为其 0-、1-、2-胞
腔的数目，则其欧拉示性数定义为

χ(S) := V − E + F.

这里先定义的是由一个分解计算出的整数；它不依赖所选分解，以及它如何决定曲面类型，
都属于后面的拓扑定理，而不是定义本身。
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例子 7.37（球面和环面的计数模型）正四面体的边界给出球面的一个三角剖分：V = 4, E =

6, F = 4，所以 χ = 4 − 6 + 4 = 2，对应 g = 0。环面可以用一个方形把两组对边粘合得到
一个胞腔模型，粘合后只有一个顶点、两条独立边和一个面，于是 χ = 1− 2 + 1 = 0，对应
g = 1。后一个模型不是三角剖分，但计数公式仍可在胞腔分解中使用。

球面
g = 0, χ = 2

环面
g = 1, χ = 0

双环面示意
g = 2, χ = −2

图 43. 亏格的图像记忆：每增加一个把手，χ = 2− 2g 减少 2。第三幅只是二维曲面的示意图，不是严格
的三维嵌入。

定义 7.38（路径拼接） 设 γ, η : [0, 1]→ X 满足 γ(1) = η(0)。它们的首尾拼接是路径

(γ ∗ η)(t) =

γ(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2 ,

η(2t− 1), 1
2 ≤ t ≤ 1.

它先完整走完 γ，再完整走完 η；参数 2t 和 2t− 1 只是把两段时间重新压缩到 [0, 1]。

定义 7.39（反向路径） 路径 γ : [0, 1]→ X 的反向路径定义为

γ−1(t) := γ(1− t).

它以相反的时间顺序走过同一条路径；若 γ 是以 x0 为基点的闭路，则 γ−1 仍是以 x0 为基
点的闭路。

正式命题 7.40（路径拼接保持连续） 若 γ, η : [0, 1]→ X 是连续路径且 γ(1) = η(0)，则前
面定义的 γ ∗ η 是连续路径。若 γ 与 η 都是以 x0 为基点的闭路，则 γ ∗ η 仍是以 x0 为基点
的闭路。

证明. 令 A = [0, 12 ]、B = [12 , 1]。在 A 上，γ ∗ η 是连续映射 t 7→ γ(2t)；在 B 上，它是连续映射
t 7→ η(2t− 1)。两者在 t = 1

2 处分别取 γ(1) 和 η(0)，由假设相等。应用闭集粘合引理，γ ∗ η 连
续。端点公式直接给出闭路结论。

定义 7.41（基本群） 固定基点 x0 ∈ X。令所有以 x0 为基点的闭路按保持端点同伦取等价
类，并记这些类的集合为

π1(X,x0) := {[γ] : γ 是以x0 为基点的闭路}.
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利用路径拼接定义乘法
[γ] · [η] := [γ ∗ η].

这把“闭路可以连续变形”组织成一个代数对象；下一条命题证明它确实是群。

正式命题 7.42（基本群确实是群） 在上面的乘法下，π1(X,x0) 是一个群。单位元是常值闭
路的同伦类，

cx0(t) = x0,

而 [γ] 的逆元是反向闭路 γ−1(t) = γ(1− t) 的同伦类。

证明. 若 γ ' γ′、η ' η′ 都保持端点，则把两条同伦分别放在 γ 和 η 所占的两个时间区间内，即
得 γ ∗ η ' γ′ ∗ η′，所以乘法良定义。
三条路径 (γ ∗ η) ∗ θ 与 γ ∗ (η ∗ θ) 的行走顺序相同，只是在 [0, 1] 上使用了不同的时间分配；

把一个时间参数连续地重新分配成另一个，就得到保持端点的同伦，因此乘法在同伦类上结合。
把 γ 与常值闭路拼接，同样只改变了行走速度，所以 [cx0 ] 是单位元。
最后，γ ∗γ−1 先沿 γ 走出，再沿原路反向返回；把这段来回运动的时间逐渐压缩到起点，得

到它与常值闭路的固定端点同伦。反向顺序同理，故 [γ−1] 是 [γ] 的逆元。群公理全部成立。

正式命题 7.43（连续映射诱导的基本群同态） 设 f : X → Y 连续，且 f(x0) = y0。则公式

f∗ : π1(X,x0) −→ π1(Y, y0), f∗([γ]) = [f ◦ γ]

定义了一个良定义的群同态。它满足

(g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗, (idX)∗ = idπ1(X,x0) .

因此基本群不只给空间赋予一个群，还把连续映射记录成群同态。

证明. 若 γ0 与 γ1 保持端点同伦，设 H : [0, 1] × [0, 1] → X 是相应同伦。则 f ◦H 连续，并且
其两个端点切片分别为 f ◦ γ0、f ◦ γ1，所以取类的结果与代表闭路无关。此外，连续映射保持
路径拼接的分段公式，故

f∗([γ][η]) = [f ◦ (γ ∗ η)] = [(f ◦ γ) ∗ (f ◦ η)] = f∗([γ])f∗([η]).

最后两条等式直接由复合的结合律和恒等映射的定义得到。

正式命题 7.44（路径改变基本群的基点） 设 X 是路径连通空间，x0, x1 ∈ X，并取路径
α : [0, 1]→ X 满足 α(0) = x0、α(1) = x1。则

Φα : π1(X,x0) −→ π1(X,x1), Φα([γ]) = [α−1 ∗ γ ∗ α]

是群同构。这里的行走顺序是：先从 x1 沿 α−1 回到 x0，绕完 γ，再沿 α 回到 x1。
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因此，在路径连通空间中，换一个基点得到的基本群彼此同构；但这个同构依赖于所选
的路径 α，所以通常不能把不同基点的基本群说成“天然相等”。

证明. 先由路径拼接和保持端点同伦的相容性知公式良定义。利用 α∗α−1 ' cx0 与 α−1∗α ' cx1，
可得

Φα([γ][η]) = [α−1 ∗ γ ∗ η ∗ α] = [α−1 ∗ γ ∗ α][α−1 ∗ η ∗ α].

所以它是群同态。路径 α−1 反向定义的变换 Φα−1 : π1(X,x1)→ π1(X,x0) 是其逆，因为两次复
合只多出 α ∗ α−1 或 α−1 ∗ α 与常值路径的同伦。

说明 7.45（为什么基本群要写基点） 在几何图像中，人们常把 π1(X) 当作“空间的基本群”
来写；严格地说，定义首先给出 π1(X,x0)。路径连通性保证不同基点的群同构，但若不选路
径，就没有一个指定的同构。这一区别在以后讨论纤维、局部系统和 monodromy 时会再次
出现。

定义 7.46（覆盖映射） 设 p : E → X 是连续满射。若对每个 x ∈ X，都存在包含 x 的开集
U ⊆ X，使得

p−1(U) =
⊔
i∈I

Vi,

其中每个 Vi ⊆ E 是开集，且限制映射

p|Vi : Vi −→ U

是同胚，则称 p 是一个覆盖映射，称 U 被均匀覆盖，称各个 Vi 为 U 上的片（或层）。
这个定义同时包含两个要求：在 U 的每一层上，p 像同胚一样局部可逆；而整个原像

p−1(U) 必须由彼此不相交的层组成。仅仅“每一点附近有一个局部逆”还不足以说明一个
映射是覆盖映射。

R
0 1 2

p(t) = e2πit
1

S1

同一个底点的多个提升点
p−1(1) = Z

小弧段 U ⊂ S1 的原像
是许多互不相交的区间，每段都同胚于 U

图 44. 覆盖映射的两层读法：全局上 R 周期性地绕过圆周，许多点可以落到同一个底点；局部上，一个
足够小的弧段 U 被分解成许多互不相交的片，每片单独看都与 U 同胚。

例子 7.47（圆周的标准覆盖） 映射

p : R −→ S1, p(t) = e2πit
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是覆盖映射。对圆周上的任一点，取一个不绕整圈的小弧段 U，则 p−1(U) 是一列互不相交
的开区间，每个区间限制到 U 都是同胚。恒等映射 idX : X → X 则是只有一层的平凡覆盖。

正式命题 7.48（覆盖映射的局部性质） 每个覆盖映射都是满射、局部同胚和开映射。也就
是说，对每个 e ∈ E，存在开邻域 V 3 e，使 p|V 是到开集 p(V ) 的同胚；并且 O ⊆ E 开时，
p(O) ⊆ X 也是开集。

证明. 满射已写入定义。给定 e ∈ E，令 x = p(e)，取 x 的均匀覆盖邻域 U，并令 Vi 是包含 e

的那一片；则 p|Vi : Vi → U 是同胚，故 p 是局部同胚。若 O ⊆ E 开，对每个 x ∈ X 取均匀覆
盖邻域 U。由片分解，

p(O) ∩ U =
⋃
i∈I

p(O ∩ Vi),

右侧是 U 中的开集，因为每个限制映射是同胚。因此 p(O) 在每个点附近都是开集，从而在 X

中开。

正式定理 7.49（覆盖空间的路径提升定理） 设 p : E → X 是覆盖映射，γ : [0, 1] → X 是
路径，并取 ẽ0 ∈ E 满足 p(ẽ0) = γ(0)。则存在唯一连续路径

γ̃ : [0, 1]→ E, γ̃(0) = ẽ0, p ◦ γ̃ = γ.

称 γ̃ 为从 ẽ0 出发的提升。
这是覆盖空间理论的正式定理；本文在此只陈述，不把“图上可以把路径抬起来”当作

证明。它的证明要用紧致区间的有限子覆盖，把路径分成有限个落在均匀覆盖邻域中的小段，
再利用每一片上的局部逆逐段拼接。

推论 7.50（标准覆盖中的绕圈提升） 对 p(t) = e2πit : R → S1，从 0 ∈ R 出发的路径
γn(s) = e2πins 的唯一提升是 γ̃n(s) = ns。因此 γ̃n(1) = n：底空间绕圆周一圈时，提升路径
从 0 走到 1，并没有回到原来的提升点。这个终点差异正是“绕圈信息”可以被覆盖空间看
见的具体方式。

说明 7.51（覆盖、局部同胚与商空间的边界） 覆盖映射常由周期作用的商投影产生，例如
R → R/Z ∼= S1；但一个任意商映射不必是覆盖映射，因为商后的某些邻域可能无法均匀分
解成互不相交的片。因此“局部可逆”“商映射”“覆盖映射”是三个需要分别检查的性质。

圆周有一个绕圈方向；环面有两个独立绕圈方向；球面上的闭路都能收缩。这些事实是基本
群和第一同调群的初步几何来源。

说明 7.52（同调的图像版预览） 模块五才给出链群和边界算子的正式定义；这里先记住三
句话：一条闭路可以看作“没有边界的 1-链”；若它正好是某个二维区域的边界，就叫一个
1-边界；同调把闭路按“相差一个可填满的边界”识别。球面上的任意闭路都可填满，所以
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H1(S
2;Z) = 0；环面有两个不能由同一个面填掉的基本绕圈方向，因此 H1(T

2;Z) ∼= Z2。这
只是图像预览，不替代模块五的正式商空间定义。

7.2 拓扑有几条支流？同一张橡皮膜的五种观察
初学者常会问：“拓扑到底是一门学科，还是好几门学科？”一个有用的回答是：它有一个共同的
语言——连续、开集、同胚、同伦——但会把注意力放在不同对象上。下面的分支不是互相排斥
的五个房间，而是同一条旅途上的五副眼镜。

说明 7.53（先用一张地图区分五个分支） 以下文字是研究视角的直观说明，不是把每个分
支的全部内容都定义完。正式定义仍以本章后面的定义环境和后续章节为准。

分支 主要对象 典型问题 在本项目中的接口

点集拓扑 拓扑空间、开集、连续
映射、紧致性

什么叫连续？哪些性质在同胚
下不变？

给出“曲面”和“连续变化”
的地基

代数拓扑 基本群、同调群、上同
调群及其诱导同态

一个洞能否用代数对象记录？
连续映射会怎样改变这些对
象？

提供 π1、H1 和周期积分的
拓扑约束

几何拓扑 曲面、流形、嵌入、粘
合、把手与分类

两个曲面是否同胚？怎样切开
并重新粘合？

固定参考曲面、理解亏格和
标记

微分拓扑 光滑流形、光滑映射、切
空间、正则值与横截性

能否用微积分研究全局形状？
映射的临界点在哪里？

为微分形式、切向量和后续
解析变形提供语言

低维拓扑 一至四维中的流形、结、
三维流形和曲面

为什么曲面分类清楚，而三维、
四维会出现不同困难？

当前主线主要使用二维曲
面；不要求先学习全部三维
结论

同一个拓扑空间
X

点集拓扑
开集、连续

代数拓扑
π1,Hk

几何拓扑
曲面、亏格

微分拓扑
切空间、临界点

图 45. 拓扑的几副“眼镜”：研究对象仍是同一个空间 X，但问题可以分别落在开集与连续性、代数不变
量、曲面形状或微积分结构上。

定义 7.54（拓扑不变量） 设 C 是一类拓扑空间。若规则 I 给每个 X ∈ C 赋予一个数学对
象 I(X)，并且只要 X 与 Y 同胚，就有 I(X) 与 I(Y ) 同构，则称 I 是一个拓扑不变量。例
如，欧拉示性数赋予曲面一个整数，基本群赋予带基点空间一个群；这里“同构”意味着允
许改变表示方式，但不改变相应的抽象结构。
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说明 7.55（不变量与函子性） 若还为每个保持结构的映射 f : X → Y 指定一个映射

I(f) : I(X)→ I(Y ), I(g ◦ f) = I(g) ◦ I(f), I(idX) = idI(X),

就得到了比“不变量”更有组织性的函子性版本。基本群的诱导同态就是这种现象。本导论
先把“不变量回答什么问题”和“函子如何同时记录映射”分开；范畴与函子的正式定义放
在解析族模块。

这里有一个重要的层次区别。χ(S) 是一个整数，π1(S, x0) 是一个群，H1(S;Z) 是一个阿贝
尔群；它们都能记录空间的信息，但记录的精细程度不同。一个不变量只能说明“如果不变量不
同，空间一定不同”，不能自动说明“不变量相同，空间一定相同”。“完整分类”需要额外的定
理来保证后一个方向。

例子 7.56（环面的五种问题） 取方形两组对边分别按相同方向粘合得到的环面 T 2。同一个
对象可以提出五种不同问题：

(1) 点集拓扑：哪些集合是开集？从方形到环面的粘合映射是否连续？

(2) 代数拓扑：闭路沿水平方向和竖直方向绕行后，得到两个基本方向；正式计算给出
π1(T

2) ∼= Z2，并且 H1(T
2;Z) ∼= Z2。这里的同构是定理性计算，不是“看图就算

证明”。

(3) 几何拓扑：它是亏格一的闭可定向曲面；把手数是同胚分类中的离散数据。

(4) 微分拓扑：若给它光滑图册，每一点有二维切空间，光滑函数可以用导数和临界点研
究。

(5) 低维拓扑：它是二维流形，因此适用闭可定向曲面的分类定理；二维情形的可控性正
是 Teichmüller 理论能够以曲面为核心展开的原因之一。

以上前两项使用了基本群和将在几何模块正式定义的同调；它们说明“同一张膜”在不同语
言下会产生不同类型的答案。

正式命题 7.57（同胚会传递拓扑分支中的结构） 若 f : X → Y 是同胚，则连通性、路径连
通性、紧致性和基本群的同构类型从 X 传递到 Y。在带基点的基本群中，严格地说还要用
f(x0) 作为 Y 的基点：

f∗ : π1(X,x0) −→ π1(Y, f(x0)), [γ] 7−→ [f ◦ γ].

证明. 连续映射把路径和同伦送成路径和同伦，所以 f 诱导上式的群同态。由于 f−1 也连续，
(f−1)∗ 是它的逆同态，因此基本群同构。连通性和路径连通性由连续像及逆映射分别传递；紧
致性则由开覆盖的原像和有限子覆盖传递。
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微分拓扑和黎曼几何不是同一个词。 微分拓扑首先要求坐标转换光滑，研究光滑结构、切空间
和临界点；横截性是随后用来控制交集与纤维积的秩条件。它未必给曲面指定长度。黎曼度量
（将在几何模块正式定义）在此之上再选择一个随点平滑变化的内积，从而定义长度、角度、面
积、测地线和曲率。Teichmüller 理论会同时遇到这两种语言：底层标记来自拓扑，长度和双曲
度量来自几何，复结构和拟共形变形则来自复分析与偏微分方程。

为什么低维拓扑在这里特别重要？ 曲面只有两个局部方向，却可能有任意多把手；它的全局形
状可以由亏格分类，而每个局部坐标又能承载复结构。三维拓扑会研究结和三维流形，四维拓扑
还会出现更深的光滑结构问题；这些都是重要数学，但不是进入 Teichmüller 理论的前置门槛。
当前路线应先把二维曲面、同伦、基本群、同位和映射类群学扎实，再按需要补充更高维内容。

说明 7.58（从基础到 Teichmüller 的拓扑依赖链） 一条适合初学者的顺序是

集合与函数 −→拓扑空间与连续映射 −→同胚与紧致性
↓

曲线与曲面 −→同伦、基本群、同调 −→亏格与曲面分类
↓

标记 −→同位 −→ Mod(S) −→标记黎曼曲面与T (S).

其中箭头表示“下一层需要前一层的语言”，不是说后一层只包含前一层的内容。进入 Teich-
müller 空间（将在模问题模块正式定义）前，最关键的拓扑输出是：固定的参考曲面 S、允
许的标记、以及哪些标记变化只算同位。

定义 7.59（连通和） 设 S, S′ 是两个闭曲面。分别从 S, S′ 中去掉一个开圆盘，得到两个带
圆边界的曲面；沿着这两条边界圆作一个反向粘合，所得闭曲面记为 S#S′，称为 S, S′ 的连
通和。这里的“反向”是为了让粘合后的局部方向一致；不同的圆盘和粘合坐标会得到同胚
的结果，这一点属于曲面分类和粘合理论中的定理。

定义 7.60（标准亏格 g 曲面） 记 S0 = S2。对 g ≥ 1，标准亏格 g 曲面

Sg = #gT 2

表示 g 个环面的连通和。它是一个闭的可定向曲面，直观上是球面上安装 g 个把手的模型；
每个闭的可定向曲面是否都来自唯一的某个 Sg，留给后面的分类定理。

正式定理 7.61（紧致可定向曲面的分类） 每个连通、紧致、无边界、可定向曲面都同胚于
唯一的标准曲面 Sg，且

χ(S) = 2− 2g.
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定义 7.62（闭可定向曲面的亏格） 由紧致可定向曲面的分类定理，任意连通、紧致、无边
界、可定向曲面 S 都同胚于唯一的 Sg。这个唯一的非负整数 g 称为 S 的亏格。于是

χ(S) = 2− 2g.

在本导论中，“g 个把手”是这个定义的几何记忆；真正保证 g 唯一的是分类定理。

正式定理 7.63（基本群的同伦不变性） 同伦等价的空间具有同构的基本群；连续映射的同
伦类诱导基本群之间的同态。

7.3 标记和映射类群
下文固定一个参考曲面 S。在定义标记时，X 表示与 S 同胚的已定向曲面；

定义 7.64（标记） 若 X 是与固定参考曲面 S 同胚的已定向曲面，一个 标记是一个方向保
持的同胚

m : S −→ X.

它把参考曲面中的点、曲线和绕圈方向对应到 X 中。标记不是 X 上额外增加的一组点，而
是一张记录“如何识别参考模型与当前曲面”的地图；改变 m 就可能改变后续的标记对象，
即使底层曲面 X 没有改变。

定义 7.65（方向保持自同胚群）设 S是已选定定向的曲面。所有方向保持的自同胚 f : S → S

在函数复合下组成一个群，记为
Homeo+(S).

单位元是 idS，逆元是自同胚的逆映射。这里“方向保持”使用 方向保持映射的定义；这一
步只建立自同胚群，还没有取同位等价类。

定义 7.66（映射类群） 闭的可定向曲面 S 的映射类群，是方向保持自同胚按方向保持同位
取等价类所得的群：

Mod(S) = Homeo+(S)/方向保持同位,

更直接地说，它的元素是方向保持自同胚的同位等价类：

[f ] = {g ∈ Homeo+(S) : g 与f 同位}.

乘法由代表自同胚的复合诱导。映射类群记录的是“连续变形以后仍无法区分的全局拓扑变
换”，不是所有连续映射的集合，也不是曲面本身的点集。
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说明 7.67（π0 的另一种记号） 有些文献把上面的商写成 Mod(S) = π0(Homeo+(S))。这里
的 π0 表示按同位把 Homeo+(S) 分成连通分支；在本导论中，先使用“按同位取商”的定
义，避免读者把 π0 误读成基本群或某个点集。

标记相容的意思是：两个标记之差在参考曲面上同位于恒等。这里的“相容”是拓扑概念；
它不是说两张图画得相似，也不是说存在某个坐标公式。

正式命题 7.68（映射类群的商群结构确实良定义） 在闭的可定向曲面 S 上，方向保持自同
胚之间的同位关系是一个与复合相容的等价关系；因此

[f ][g] := [f ◦ g]

与代表元的选择无关，并使 Mod(S) 成为一个群。单位元是 [idS ]，而 [f ]−1 = [f−1]。

证明. 下列证明中记 f 'isot g 表示“f 与 g 同位”；这不是前面任意映射的普通同伦记号。先看
等价关系。恒等同位给出自反性；把同位参数 t 换成 1 − t 给出对称性；把两段同位在 t = 1/2

处首尾拼接，并把时间重新缩放到 [0, 1]，给出传递性。
还需检查复合不依赖代表。若 f0 与 f1 同位，g0 与 g1 同位，那么先沿着 f 的同位把 f0 ◦ g0

变到 f1 ◦ g0，再沿着 g 的同位把它变到 f1 ◦ g1。这两段同位的拼接说明

f0 ◦ g0 'isot f1 ◦ g0 'isot f1 ◦ g1.

所以 [f ◦ g] 只由 [f ] 和 [g] 决定。结合律来自函数复合的结合律；恒等自同胚给出单位元。
最后，若 ft 是从 f0 到 f1 的同位，则由 同位的连续逆映射族命题，f−1

t 组成连续的逆同位，因
此 f−1

0 'isot f
−1
1 。于是取逆也与等价类相容，并且

[f ][f−1] = [idS ] = [f−1][f ].

这里“在紧致曲面上”是必要的技术背景：它保证逐时刻取逆仍然随参数连续；初学时可把
它理解为“连续地移动一族没有撕裂的地图，反向读取这族地图也连续”。

推论 7.69（商映射的具体读法） 令

q : Homeo+(S) −→ Mod(S), q(f) = [f ].

则
q(f) = q(g) ⇐⇒ f 'isot g, q(f ◦ g) = q(f) q(g),

并且
ker q = {f ∈ Homeo+(S) : f 'isot idS}.

因此 Mod(S) 可以读成“把所有同位于恒等的自同胚当作零动作，再记录剩下的全局动作”
的商群。这里的 ker q 是一整个自同胚子群，不是某一个具体映射。
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说明 7.70（三个容易混淆的对象） 在这一定义中要严格区分：f : S → S 是一个具体自同
胚，[f ] ∈ Mod(S) 是它的同位类，而 Mod(S) 是所有同位类组成的群。因而“f 和 g 在映射
类群中相等”真正表示 [f ] = [g]，也就是 f 与 g 同位；它不表示两张函数图像逐点相等。映
射类群保留的是自同胚在连续变形下不能消除的全局动作，例如曲面上的 Dehn 扭转，而不
是某个代表映射的坐标公式。

7.4 学习单元：定义、证明、推论与练习
定义回收。 拓扑模块先不测长度，而是研究连续映射、同伦和同位。一个闭路是否能缩成一点，
正是基本群记录的第一类“洞”。

定义 7.71（可缩空间与带基点收缩） 拓扑空间 X 称为可缩，如果恒等映射 idX : X → X

与某个常值映射 cx0(x) = x0 同伦；也就是说，存在连续映射

H : X × [0, 1] −→ X, H(x, 0) = x, H(x, 1) = x0.

若还满足
H(x0, t) = x0 (0 ≤ t ≤ 1),

则称 H 是以 x0 为固定点的带基点收缩。“可缩”只要求整个空间可以连续压到一点；“带基
点收缩”额外要求被压到的点在整个过程中保持不动。本导论在使用基本群时明确写出这个
额外条件，避免把两种说法不加区分地混用。

正式命题 7.72（带基点收缩蕴含基本群平凡） 若存在连续映射 H : X × [0, 1]→ X，满足

H(x, 0) = x, H(x, 1) = x0, H(x0, t) = x0,

则 π1(X,x0) 是平凡群。

证明. 设 γ : [0, 1]→ X 是以 x0 为端点的闭路。定义

K(s, t) = H(γ(s), t).

因为 γ(0) = γ(1) = x0 且 H(x0, t) = x0，每个 t 下的 K( · , t) 仍是以 x0 为基点的闭路。t = 0

时它是 γ，t = 1 时它是常值闭路，所以 γ 与常值闭路同伦。所有闭路都如此，基本群只有单位
元。

推论。 欧氏平面中的圆盘、线段等带基点收缩空间没有拓扑洞；圆环和环面不能直接用这个命
题消除其基本闭路。注意“看起来能缩”必须由一个连续映射 H 证明，而不是只凭图形直觉。

具象化说明。把橡皮膜上的闭路线想成一根细绳。若膜可以连续地把整张图压到一个固定点，同
时固定绳子的起点，那么绳子就能被连续收紧；若有把手，绳子可能绕住把手而无法收紧。
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练习。

M4.1. 写出单位圆盘的显式收缩 H(z, t) = (1− t)z，并验证它满足上面的三个条件。

M4.2. 解释圆周 S1 为什么没有带基点收缩；尝试用绕数说明障碍。

M4.3. 计算球面、环面和亏格 2 曲面的欧拉示性数。

M4.4. 给定两个同位的自同胚，说明它们在映射类群中代表同一个元素。

M4.5. 把“研究开集和连续性”“研究基本群”“研究把手和曲面分类”“研究切空间和临界点”分
别归入本节的哪个拓扑分支，并说明理由。

M4.6. 对方形粘合的环面，指出一条水平闭路和一条竖直闭路；解释为什么它们是两个不同的绕
圈方向。

M4.7. 用一句话说明：为什么“两个空间的不变量相同”通常不能直接推出“两个空间同胚”？要
使它成为分类结论，还需要什么额外信息？

M4.8. 解释为什么 Teichmüller 路线需要低维曲面拓扑，却不要求读者先掌握三维结理论的全部
内容。

M4.9. 对覆盖映射 p(t) = e2πit : R → S1，写出从 0 出发的路径 s 7→ e2πins 的提升，并说明它何
时是闭路。

M4.10. 设 α 是从 x0 到 x1 的路径。用公式 Φα([γ]) = [α−1 ∗ γ ∗ α] 说明换基点的基本群同构为什
么依赖于路径选择。

M4.11. 在二维实向量空间中，判断有序基变换矩阵的行列式为正或为负分别意味着什么；说明为
什么反射会反转局部定向而旋转不会。

答案提示与自检
M4.1 H(z, t) = (1− t)z 满足 H(z, 0) = z、H(z, 1) = 0，并且 H(0, t) = 0。M4.2若单位圆有带基

点收缩，则可由基本群或绕数把恒等闭路变成常值闭路，和绕数不变性矛盾。M4.3 球面、环面、亏格
2 曲面的欧拉示性数分别为 2, 0,−2。M4.4 同位的自同胚在 π0(Homeo+(S)) 中代表同一元素。M4.5
开集/连续性属于点集拓扑，基本群属于代数拓扑，把手与分类属于几何拓扑，切空间与临界点属于微
分拓扑。M4.6 方形的水平边和竖直边分别给出两条基本闭路；它们在 H1(T

2;Z) 中独立。M4.7 不变
量相同通常只给必要条件；分类还需要一个“完备不变量”定理，或直接构造同胚。M4.8 Teichmüller
理论的底层对象是二维曲面，低维分类和映射类群提供可控的标记语言，不等于掌握全部三维结理
论。M4.9 提升为 γ̃n(s) = ns，终点为 n；只有 n = 0 时它是闭路。M4.10 路径选择出现在共轭式
α−1 ∗ γ ∗ α 中；换另一条路径一般会改变这个具体同构，但在路径连通空间中仍得到同构的基本群。
M4.11 行列式为正保持方向，行列式为负反转方向；旋转的行列式为 1，平面反射的行列式为 −1。

7.5 本模块的交接
本模块的依赖链是

拓扑空间 −→连续映射 −→同伦/同位 −→ π1, χ, g −→标记 −→ Mod(S).
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本模块交出固定参考曲面 S、标记 m、同伦、同位和映射类群。下一模块要在同一张曲面上加入
长度、曲率和积分，从而把拓扑信息与几何信息连接起来。
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8 模块五：几何、微分形式与周期

本模块导航

进入前 先完成复分析和拓扑中关于函数、曲线、曲面、同伦的部分；高维微积分从
本模块开头补起。

本模块产出 会读 DF、dFp、切空间、度量、张量、微分形式、外微分、Stokes 定理、同
调和周期；旋量只作选读预览。

出口检查 能解释同一个曲面为什么可以同时有拓扑结构、光滑结构、复结构和黎曼度
量，并能计算一个简单周期。

8.1 从拓扑形状到测量工具
拓扑暂时忘记长度；几何重新加入长度、角度、面积、测地线和曲率。

定义 8.1（n 维拓扑流形） 一个 n 维拓扑流形是一个拓扑空间 M，满足：

(i) M 是 Hausdorff 空间；

(ii) M 具有第二可数性，即存在可数的开集族生成 M 的拓扑；

(iii) 对每个 p ∈M，存在包含 p 的开邻域 U ⊆M 和同胚 ϕ : U → ϕ(U) ⊆ Rn，其中 ϕ(U)

是欧氏空间中的开集。

这样的 (U,ϕ) 称为坐标图。这个定义只说局部拓扑像 Rn，不包含求导、长度、角度或复乘
法；当 n = 2 时，它就是前面二维拓扑流形的同一概念。

定义 8.2（光滑流形） 一个 n-维光滑流形是在 n-维拓扑流形上选取一族坐标图，使任意重
叠坐标之间的过渡映射都是无限次可微的；本文的曲面情形取 n = 2。光滑结构回答“哪些
坐标变化允许求导”，但它本身不规定长度、角度或曲率。

定义 8.3（切空间） 设 M 是光滑流形，p ∈M。经过 p 的光滑曲线 γ : (−ε, ε)→M 满足
γ(0) = p。若两条这样的曲线 γ, η 在一个（因而任一个）包含 p 的坐标图中具有相同的一阶
导数，即

d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ γ)(t) = d

dt

∣∣∣
t=0

(ϕ ◦ η)(t),

则称它们等价，并把等价类 [γ] 称为一个切向量。链式法则保证这个等价关系与坐标图选择
无关；等价类上的加法和数乘可在坐标中定义，并且不依赖坐标。所有等价类组成 n-维实向
量空间 TpM，称为 p 处的切空间。
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正式命题 8.4（切空间的坐标表示与变换律） 设 M 是 n-维光滑流形，p ∈M，(U,ϕ) 是包
含 p 的坐标图。则映射

Θφ,p : TpM −→ Rn, [γ] 7−→ (ϕ ◦ γ)′(0)

是一个实向量空间同构。若 (V, ψ) 是另一个包含 p 的坐标图，则同一个切向量的坐标满足

Θψ,p(v) = D(ψ ◦ ϕ−1)φ(p)Θφ,p(v).

因此 TpM 不是某一个坐标平面中的点集；Rn 只是选定坐标图后对它的表示，而 Jacobian
变换律保证不同表示描述同一个几何向量。

证明. 由切向量等价关系的定义，Θφ,p 良定义；在坐标图中，任意 a ∈ Rn 都可由曲线 t 7→
ϕ−1(ϕ(p) + ta) 在足够小的 t 范围内表示，所以该映射满射。若像为零，则曲线在坐标中的一阶
导数为零，故切向量是零向量，因而它单射。坐标中的加法和数乘正是速度向量的加法和数乘，
所以它是线性同构。两个坐标表示之间的公式是欧氏链式法则。

定义 8.5（光滑映射） 设 M,N 是光滑流形。映射 F : M → N 称为光滑映射（或 C∞ 映
射），如果对每个 p ∈ M，都存在包含 p 的坐标图 (U,ϕ) 和包含 F (p) 的坐标图 (V, ψ)，使
得 F (U) ⊆ V，且坐标表达式

ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V )

是欧氏空间之间的无限次可微映射。由于相容坐标之间的过渡映射本身光滑，换用其他坐标
图不会改变这个性质；因此“光滑”是流形上的坐标无关性质。它比连续更强，但仍不要求
可逆，也不要求保持长度或角度。

定义 8.6（流形上的微分（切映射）） 设 F : M → N 是光滑映射，p ∈ M。对切向量的曲
线代表元定义

dFp : TpM −→ TF (p)N, dFp([γ]) := [F ◦ γ].

这里 F ◦ γ 经过 F (p)；由于 F 光滑，它仍是一条光滑曲线。这个定义的关键不是写出一个
新符号，而是确认它不依赖代表元：若 [γ] = [η]，则在坐标中对 F 的表达式使用欧氏链式法
则，就有

D(ψ ◦ F ◦ ϕ−1)φ(p)
(
(ϕ ◦ γ)′(0)

)
= D(ψ ◦ F ◦ ϕ−1)φ(p)

(
(ϕ ◦ η)′(0)

)
,

所以 [F ◦ γ] = [F ◦ η]。在同一坐标图中，dFp 的坐标表达正是欧氏微分矩阵作用在速度向量
上，因而保持加法和数乘。因此 dFp 是良定义的线性映射，而不是依赖某一条曲线写法的临
时记号。

184



走向可变黎曼曲面 模块五：几何、微分形式与周期

正式命题 8.7（微分的 Jacobian 表示与类型） 设 F :M → N 是光滑映射，p ∈M，并取坐
标图 (U,ϕ) 与 (V, ψ)，使 p ∈ U、F (p) ∈ V、F (U) ⊆ V。在切空间的坐标表示下，dFp 由
Jacobian 矩阵给出：

Θψ,F (p) ◦ dFp ◦Θ−1
φ,p = D(ψ ◦ F ◦ ϕ−1)φ(p).

若 dimM = n、dimN = m，右侧是 m×n 矩阵，但不应把 dFp 本身等同于这一个矩阵：矩
阵依赖所选坐标基，而 dFp 的内在类型是

dFp : TpM −→ TF (p)N.

证明. 取 v = [γ] ∈ TpM。在坐标中，F ◦ γ 的速度由链式法则给出
(ψ ◦ F ◦ γ)′(0) = D(ψ ◦ F ◦ ϕ−1)φ(p)(ϕ ◦ γ)′(0),

这正是所述复合映射的作用。换坐标时，两侧同时按前一个命题的 Jacobian 变换律改变，因此
内在的切映射不变。

正式命题 8.8（切映射的函子性） 设 F :M → N、G : N → P 是光滑映射。则

d(idM )p = idTpM , d(G ◦ F )p = dGF (p) ◦ dFp.

若 F 是微分同胚，则
d(F−1)F (p) = (dFp)

−1,

所以每一点处的微分都是切空间之间的线性同构。

证明. 对任意 [γ] ∈ TpM，有
d(idM )p([γ]) = [γ], d(G ◦ F )p([γ]) = [G ◦ F ◦ γ] = dGF (p)([F ◦ γ]) =

(
dGF (p) ◦ dFp

)
([γ]).

若 F−1 存在，则把上式分别用于 F−1 ◦ F = idM 和 F ◦ F−1 = idN，得到两侧逆关系。

8.2 高维微积分的符号桥：从 Rn 到 dFp

在进入流形之前，先把多元微积分中最常见的符号固定下来。这里的“高维”不一定意味着无限
维；本节先讨论有限维欧氏空间 Rn，其中 n 可以是 2, 3, 10 或任意正整数。

定义 8.9（高维函数与坐标分量） Rn 的一个点写作

x = (x1, . . . , xn),

其中上标只是坐标编号，不表示乘方；向量的欧氏长度记作

‖x‖ =
√

(x1)2 + · · ·+ (xn)2.

若 U ⊆ Rn 是开集，函数
F : U −→ Rm
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可以按坐标写成
F (x) =

(
F 1(x), . . . , Fm(x)

)
.

因此 F 不是一个数值函数，而是由 m 个实值函数组成的向量值函数。对第 i 个输入坐标和
第 α 个输出坐标，偏导数记作

∂iF
α(x) =

∂Fα

∂xi
(x).

若 m = 1，通常写 u : U → R；其梯度将在下一小节中正式定义。

例子 8.10（偏导数存在但函数仍不可微） 定义 f : R2 → R：

f(x, y) =


x3

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

沿 x-轴和 y-轴分别计算，得到

∂xf(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)
h

= lim
h→0

h = 0, ∂yf(0, 0) = lim
h→0

f(0, h)− f(0, 0)
h

= 0.

但是，若 f 在原点可微，则其微分必须由两个偏导决定，因而 Df(0, 0) = 0，并应满足
|f(h, k)− f(0, 0)|√

h2 + k2
−→ 0.

沿斜线 h = k = t 6= 0 代入却得到
|f(t, t)|√

2t2
=
|t|/2√
2 |t|

=
1

2
√
2
,

它不会趋于 0。所以 f 在原点不可微。
这个反例的逻辑重点是：偏导数只检查坐标轴方向，而全微分要求一个线性映射同时控

制所有方向的误差。连续的一阶偏导是保证可微的常用充分条件；“所有偏导存在”本身不
是充分条件。
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x-轴

y-轴

偏导检查

偏导检查
斜线 y = x

坐标轴上的两个极限都为 0，但斜线方向的线性余项比值保持为 1/(2
√
2)，因此不能拼成一个全方向的微分。

图 46. 偏导数与全微分的方向差异：只检查两条坐标轴，可能漏掉斜线方向的障碍。

8.3 梯度、散度与旋度：向量场的三种提问
本小节把三个最常见的向量分析运算放在同一条链上。读者可以先记住三个问题：

梯度 : 一个数值函数上升最快的方向在哪里？
散度 : 一个向量场在此处更像源头还是汇点？
旋度 : 一个小桨轮放在此处会不会被带着转？

这些问题的图像只是直观入口；接下来的定义和定理才是正式内容。

说明 8.11（全微分定义的回收） 多元可微性、全微分 dFx = DF (x)以及余项 r(h) = o(‖h‖)
已在 二维实微分与 Jacobian 矩阵中统一定义。本节开始讨论梯度、方向导数和向量场；这
里直接使用那一定义，不再重复规定 DF 的含义。

定义 8.12（标量场、向量场与方向导数） 设 U ⊆ Rn 是开集。一个标量场是函数

u : U −→ R,

它给每个点 x 赋一个数，例如温度、海拔或电势。一个向量场是映射

V : U −→ Rn, V (x) =
(
V 1(x), . . . , V n(x)

)
,

它给每个点赋一个箭头，例如风速、流体速度或力。
若 u 在 x 处可微，v ∈ Rn 是一个方向，则 u 沿 v 的方向导数定义为

Dvu(x) := lim
t→0

u(x+ tv)− u(x)
t

.

这里 · 是欧氏内积；若 v 是单位向量，Dvu(x) 表示沿单位距离前进时 u 的一阶变化率。方
向导数是后面微分 dux 在方向 v 上的取值；由欧氏内积把 dux 识别为梯度后，才可以写成
Dvu(x) = ∇u(x) · v。
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定义 8.13（函数的微分作为协向量） 设 U ⊆ Rn 是开集，u : U → R 在 x 处可微。函数 u

在 x 处的微分 dux 是切方向的线性测量器：

dux : Rn −→ R, dux(v) := Dvu(x).

它属于 (Rn)∗，因而是协向量，而不是梯度向量本身。这里 dxi 表示第 i 个坐标协向量，即
dxi(v) = vi。在标准坐标中，

dux =
n∑
i=1

∂u

∂xi
(x) dxi, dux(v) =

n∑
i=1

∂u

∂xi
(x)vi.

由欧氏内积，每个 dux 都对应唯一向量 wx，满足 〈wx, v〉 = dux(v) 对所有 v 成立；下一条
定义中的梯度正是这个向量，记作 ∇u(x)。因此 du 的定义不依赖所选内积，而把 du 识别
成向量则依赖度量；这是“微分”和“梯度”不能直接视为同一个符号的原因。

定义 8.14（梯度） 标量场 u : U → R 的梯度是向量场

∇u =

(
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
.

它是把各坐标方向的一阶变化率组织成一个向量的记号；关于方向导数、最快上升方向和等
值线正交性的结论见后面的命题。这个坐标公式是欧氏度量下的表达；换一套黎曼度量后，
同一个微分 du 对应的梯度向量一般会改变。

正式命题 8.15（梯度与方向导数的关系） 若 u 在 x 处可微，v ∈ Rn，则

Dvu(x) = ∇u(x) · v =
n∑
i=1

∂u

∂xi
(x)vi.

证明. 由全微分的线性近似，

u(x+ tv) = u(x) + t
∑
i

∂iu(x)v
i + o(|t|).

除以 t 并令 t→ 0，得到 Dvu(x) =
∑

i ∂iu(x)v
i = ∇u(x) · v。

定义 8.16（欧氏度量下的升降指标） 在欧氏向量空间 Rn 中，内积 〈v, w〉 = v ·w 把一个向
量 v 变成一个线性测量器：

v♭ : Rn → R, v♭(w) = 〈v, w〉.

这个映射称为降指标。由于欧氏内积非退化，每个线性函数 α ∈ (Rn)∗ 恰好来自唯一的向量
α♯，满足

α(w) = 〈α♯, w〉 (w ∈ Rn).
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这就是升指标；[ 与 ] 互为逆映射。在标准坐标中，V = (V 1, . . . , V n) 时 V ♭ =
∑

i V
i dxi，

但在一般坐标或一般黎曼度量下，分量会由度量矩阵 gij 和逆矩阵 gij 改变，因此不能把向
量和协向量天然当成同一类对象。

定义 8.17（散度） 设 V = (V 1, . . . , V n) : U → Rn 是 C1 向量场。它的散度定义为

divV := ∇ · V :=
n∑
i=1

∂V i

∂xi
.

在二维和三维中分别是

div(P,Q) = Px +Qy, div(P,Q,R) = Px +Qy +Rz.

散度是一个标量场：它不记录箭头本身，而记录一个很小区域内的净流出率。正值表示局部
更像源，负值表示局部更像汇，零值表示一阶近似下流入与流出相抵。

定义 8.18（旋度） 在三维欧氏空间中，C1 向量场 V = (P,Q,R) 的旋度定义为

curlV := ∇× V := (Ry −Qz, Pz −Rx, Qx − Py) .

它仍是一个向量场，方向给出局部旋转轴，大小衡量小桨轮的无穷小旋转趋势。
在二维中，向量场 V = (P,Q) 的旋度通常记作标量

curl2D V := Qx − Py.

这里先把旋度作为坐标公式定义；它与一形式、外微分和 Hodge 星的关系，待微分形式段
正式定义这些对象后再说明。

说明 8.19（梯度、散度与旋度的类型边界） 这三个符号首先是不同类型的映射，而不是同
一个符号的三种写法。对开集 U ⊆ Rn，在欧氏结构下可把它们记成

∇ : C1(U) −→ C0(U ;Rn), div : C1(U ;Rn) −→ C0(U),

而三维旋度是
curl : C1(U ;R3) −→ C0(U ;R3).

因此，梯度的输入是标量场、输出是向量场；散度的输入是向量场、输出是标量场；三维旋
度的输入和输出都是向量场。C1 只保证这些一阶导数存在并连续；若继续对它们求导，通
常需要相应的 C2 假设。

在任意维数中，向量场本身没有一个天然的“向量值旋度”。给定度量后，V 才能降指
标为一形式 V ♭，而外微分 d(V ♭) 总是一个二形式；它是任意维数都存在的规范对象。只有
在三维，Hodge 星把二形式变成一形式，再升指标后才重新得到向量场，这才产生通常的三
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维旋度。二维的标量旋度则是二形式相对于定向面积形式的系数。这里的“类型”是严格的
数学信息，不是为了记忆公式而附加的比喻；完整的形式化转换见向量场与微分形式的转换
字典。

梯度：最快上升

箭头穿过等值线且指向上升最快处

散度：源与汇

divV > 0 divV < 0

旋度：小桨轮会转
旋转轴

局部环流越强，旋度大小越大

图 47. 向量分析三件套的直观图：梯度读取标量场的上升方向，散度读取净流出/流入，旋度读取局部环
流。图像帮助建立感觉，但不能替代坐标定义。

正式命题 8.20（梯度的最快上升性质） 设 u 在 x 处可微，且 ∇u(x) 6= 0。在所有单位向量
v 中，

max
∥v∥=1

Dvu(x) = ‖∇u(x)‖, min
∥v∥=1

Dvu(x) = −‖∇u(x)‖.

最大值在 v = ∇u(x)/‖∇u(x)‖ 处取得，最小值在其相反方向取得。

证明. 由 Cauchy–Schwarz 不等式，

Dvu(x) = ∇u(x) · v ≤ ‖∇u(x)‖ ‖v‖ = ‖∇u(x)‖.

当 v 与 ∇u(x) 同方向时取等号；取反方向得到最小值。

推论 8.21（等值线与梯度正交） 若 u 是 C1 函数，γ(t) 是等值线 u(γ(t)) = c，且 γ′(t) 6= 0，
则

∇u(γ(t)) · γ′(t) = 0.

因此等值线的切向量与梯度正交。

正式定理 8.22（梯度、散度与旋度的基本恒等式） 若 u ∈ C2(U)，则在三维欧氏空间中

curl(∇u) = 0.

若 V ∈ C2(U ;R3)，则
div(curlV ) = 0.

这些等式来自混合偏导数的交换，例如

∂x∂yu = ∂y∂xu.
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它们并不表示所有旋度为零的场都必然是全局梯度场；在有洞的区域中，还需要额外的拓扑
条件。

正式定理 8.23（Poincaré 引理（星形区域版本，经典引用）） 设 U ⊆ Rn 是星形开集，即存
在 x0 ∈ U，使得

x0 + t(x− x0) ∈ U (x ∈ U, 0 ≤ t ≤ 1).

若 ω 是 U 上次数至少为 1 的闭形式，即 dω = 0，则存在形式 η 使 ω = dη。这是局部“闭
即恰当”的标准定理；本文只引用而不证明。

例子 8.24（闭而不恰当的绕洞形式） 在穿孔平面 U = R2 \ {0} 上，

ω =
−y dx+ x dy

x2 + y2

满足 dω = 0，但沿单位圆 γ(t) = (cos t, sin t) 有∫
γ
ω = 2π 6= 0.

若 ω = dη 在整个 U 上成立，闭路积分应为零，矛盾。因此“旋度为零”是局部条件，而“存
在全局势函数”还会受到洞的阻碍；Poincaré 引理的星形假设正是排除了这种全局绕行。

正式定理 8.25（散度定理） 设 U ⊂ Rn 是有界 C1 区域，V ∈ C1(U ;Rn)，ν 是边界 ∂U 的
外单位法向量，则 ∫

U
divV d vol =

∫
∂U
V · ν dS.

左边累加内部每个小体积的净流出，右边测量整个边界的总流出。这是 Stokes 定理在向量
场语言下的表达；本文只陈述，不展开证明。

说明 8.26（三种运算与外微分的统一接口） 在标准定向的三维欧氏开集 U ⊆ R3 上，若
u ∈ C1(U)、V ∈ C1(U ;R3)，把向量场 V 降指标成一形式 V ♭，再使用外微分 d 与 Hodge
星 ?，可以把三种运算写成

du = (∇u)♭, d(?V ♭) = (divV ) vol, ?d(V ♭) = (curlV )♭

（最后一个式子是在三维中，且 vol = dx ∧ dy ∧ dz）。这里的 [、? 和 vol 的正式定义在后文
给出；本式只是先展示它们的类型如何匹配。因此梯度、散度和旋度不是三套互不相干的口
诀，而是同一个微分形式体系在不同次数和维数中的坐标表现。

练习。

M5A.1. 对 u(x, y) = x2 + 3y2 求 ∇u，并在点 (1, 1) 计算沿单位向量 v = (1, 0) 的方向导数。
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M5A.2. 对 V1(x, y) = (x, y) 求散度，并判断原点附近更像源还是汇。

M5A.3. 对 V2(x, y) = (x,−y) 求散度，并解释为什么它既不是源也不是汇，而更像鞍型流。

M5A.4. 对 V (x, y) = (−y, x) 求二维旋度，并解释为什么它表示逆时针环流。

M5A.5. 直接计算 curl(∇u) 的三个分量，验证混合偏导数相等时结果为零。

M5A.6. 说明“旋度为零”为什么不自动等价于“存在全局势函数”；可用圆环上的闭形式作为提示。

答案提示与自检
M5A.1 ∇u = (2x, 6y)，在 (1, 1) 沿 v = (1, 0) 的方向导数为 2。M5A.2 divV1 = 1 + 1 = 2 > 0，

所以原点附近是源。M5A.3 divV2 = 1 − 1 = 0，它没有净源汇强度，但在两个方向上分别拉伸和压
缩，呈鞍型。M5A.4 二维旋度为 ∂xV2 − ∂yV1 = 1− (−1) = 2，表示逆时针环流。M5A.5 混合偏导相
等时，curl(∇u) = 0。M5A.6“旋度为零”是局部条件；圆环的闭形式可有非零周期，说明全局势函
数还需要拓扑条件。

形式桥的练习。

M5A.7. 对 V = (x2, xy)，写出 V ♭、?V ♭、d(V ♭) 和 d(?V ♭)，再分别读出二维旋度与散度。

M5A.8. 对 V = (−y, x) 重做上面的单位圆盘算例：分别用直接参数积分和 Green 公式计算环流，
并解释两种答案为什么必须相同。

M5A.9. 说明若把边界方向反过来，环流和通量积分为什么同时变号；指出这属于定向改变，不是
向量场改变。

M5A.10. 比较 ∆u 与 Laplace 变换 L{u}：写出它们的输入、输出和运算类型，说明为什么同名不代
表同一个对象。

答案提示与自检
M5A.7 V ♭ = x2dx+xy dy，?V ♭ = x2dy−xy dx；d(V ♭) = y dx∧ dy，故二维旋度为 y；d(?V ♭) =

3x dx ∧ dy，故散度为 3x。M5A.8 直接参数化给出 ∫ 2π

0
dt = 2π；Green 公式给出 ∫∫

D
2 dx dy = 2π，

二者一致。M5A.9 反向参数化把 γ′(t) 换成相反方向，故一形式沿边界的积分变号；区域、向量场和
局部旋度/散度没有改变。M5A.10 ∆是 u 7→

∑
i ∂

2
i u的微分算子，输出仍是同一位置上的函数；L是

把一元函数编码为参数 s 的积分变换，输出是关于 s 的新函数，二者的定义域、陪域和运算都不同。

切平面 TpM

p

v ∈ TpM
α

α : TpM → R

图 48. 切空间与对偶空间的局部图像：v 是曲面在 p 处的可走方向，α 是线性测量方向的协向量；红色等
值线表示测量值相同的位置。图中把协向量画成了其等值线的法向示意，不能把它与切向量混为一谈。
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矩阵、微分与线性近似。 函数 F 在 x 处的一阶变化由 m× n 的 Jacobian 矩阵表示：

DF (x) =

[
∂Fα

∂xi
(x)

]
1≤α≤m
1≤i≤n

.

它把输入方向向量 v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn 送到输出方向

dFx(v) := DF (x)v ∈ Rm.

若 h→ 0，可微性的正式含义是

F (x+ h) = F (x) +DF (x)h+ r(h),
‖r(h)‖
‖h‖

−→ 0.

这里 r(h) = o(‖h‖) 表示余项比 ‖h‖ 高阶地小；它不是说余项完全等于零。于是，DF (x) 是在
足够小尺度上最可靠的线性近似。若函数的所有一阶偏导数存在且连续，就称它是 C1 的。C1

能保证可微，但“可微”本身只要求上面的线性近似余项满足 o(‖h‖)，不应把二者当成同一个定
义；例如某些函数可微但导数不连续。为避免初学者在定理假设中误读，本文会分别写“可微”
和“C1”。

U ⊂ Rn

输入空间
Rm

输出空间
F

在点 x 附近：
非线性函数 F

被线性映射
DF (x) 近似

图 49. Jacobian 的读法：它把输入点附近的微小方向 v 变成输出方向 dFx(v)。

说明 8.27（核、像与秩的统一读法）本模块前面的线性代数部分已经分别定义了核、像和秩。
在微分几何中，把同样的定义应用于一点处的微分 dFx : TxM → TF (x)N：核是被一阶近似
压掉的方向，像是一阶近似可到达的方向，秩是像空间的维数。本段只说明这些线性概念如
何进入 Jacobian，不重新建立定义。

正式定理 8.28（秩–零化度定理） 若 V 是有限维向量空间，L : V →W 是线性映射，则

dimV = rankL+ nullityL.

因此，若 kerL = {0}，则 L 不会压扁任何非零方向；若 imL = W，则每个输出方向都能
由某个输入产生。在线性映射的定义域和陪域维数相同的有限维情形中，单射、满射和双射
彼此等价；在维数不同的情形中，它们不能这样互换。

证明. 取 kerL 的一组基，并把它扩充为 V 的一组基。扩充出来的那些基向量的像构成 imL 的
一组基；因此基向量总数等于核的维数加像的维数。
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说明 8.29（秩如何读成几何图像） 在线性近似 dFx : Rn → Rm 中，ker dFx 是一阶近似完
全看不见的方向，im dFx 是一阶近似实际展开到的方向。因而

rank dFx = n

表示没有输入方向在一阶上被压扁，正是“浸入”所要求的满列秩；而

rank dFx = m

表示所有输出方向都在一阶上可达，正是“浸没”所要求的满行秩。这个解释把后面的微分
几何术语还原成“哪些方向消失、哪些方向留下”的两个问题。

说明 8.30（秩与零化度的定义回收） 秩和零化度已经在线性代数链路中定义：rankL =

dim(imL)，nullityL = dim(kerL)。因此这里的 rank dFx 不是新的几何量，而是同一个线
性秩定义应用于切空间之间的微分。

定义 8.31（浸没） 设 F : U ⊆ Rn → Rm 可微，且 m ≤ n。若

rankDF (x) = m,

则称 F 在 x 处是浸没。它的微分把所有输出方向都覆盖；在流形语言中，浸没点的定义是
dFx : TxM → TF (x)N 为满射。如果这个条件对定义域中的每个点都成立，则称 F 是一个浸
没映射；“在一点处浸没”和“整个映射是浸没”是点态与全局两种说法。

定义 8.32（浸入） 设 F : U ⊆ Rn → Rm 可微，且 n ≤ m。若

rankDF (x) = n,

则称 F 在 x 处是浸入。它的微分没有压扁任何非零输入方向；在流形语言中，浸入点的定
义是 dFx : TxM → TF (x)N 为单射。如果这个条件对定义域中的每个点都成立，则称 F 是
一个浸入映射。浸入仍可能把远处的两个点送到同一点，因此它不自动是嵌入或全局单射。

定义 8.33（局部微分同胚） 设 M,N 是同维光滑流形，F :M → N 是 C1 映射。若对每个
p ∈M，存在开邻域 Up 3 p 和 Vp 3 F (p)，使得

F |Up : Up −→ Vp

是一个 C1 微分同胚，则称 F 是局部微分同胚。这里的关键是：每个点附近都有一个可逆的
局部模型；不同邻域的像仍可能互相重叠，所以局部微分同胚不等于全局双射。若把 C1 换
成 Ck 或 C∞，得到相应正则度的局部微分同胚。
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正式命题 8.34（等维满秩判据） 设 F : U ⊆ Rn → Rn 在 x 处可微。以下条件等价：

rankDF (x) = n,

kerDF (x) = {0},

imDF (x) = Rn,

DF (x) 是线性双射,
detDF (x) 6= 0.

因此在等维情形中，“微分满秩”“微分单射”“微分满射”和“Jacobian 行列式非零”是同一
件事的不同语言；但它们只描述点 x 处的一阶线性信息，不直接给出 F 的全局单射或满射。

证明. 前四个条件由有限维线性代数中的秩–零化度公式和等维线性映射的单满双等价性互相推
出。对一个方阵，行列式非零当且仅当矩阵可逆，而矩阵可逆正好等价于对应线性映射为双射，故
第五个条件也等价。最后一句是因为这些条件只检查 DF (x)，并没有比较远处不同点的像。

正式命题 8.35（浸入、浸没与全局单满性是不同层次） 浸入和浸没分别是对每一点的微分
dFx 检查单射性和满射性；它们一般不等于原映射 F 的全局单射性和满射性。典型例子是：

映射 微分层性质 全局集合层性质
t 7→ (cos t, sin t) : R→ R2 处处浸入 不单射，因为t ∼ t+ 2π

t 7→ (t2, t3) : R→ R2 在t 6= 0 处浸入，0 处不浸入 全局单射
x 7→ x : (0, 1)→ R 处处浸没 不满射，像为(0, 1)

x 7→ x3 : R→ R 在0 处不浸没 全局双射

表中第一行的导数为 (− sin t, cos t)，第二行在 0 处导数为零；第三行导数为 1，第四行导数
在 0 处为零。

证明. 第一行满足 ‖(− sin t, cos t)‖ = 1，所以微分处处单射，但周期性造成全局碰撞。第二行若
(t2, t3) = (s2, s3)，则 t2 = s2 且 t3 = s3；若 t = −s，第二个等式迫使 t = s = 0，故 t = s，它
全局单射，但 D(t2, t3) = (2t, 3t2) 在 0 处为零。第三、四行直接由导数和像集计算得到。

说明 8.36（链式法则、满秩与局部可逆的关系） 若 F : U ⊆ Rn → Rm 和 G : V ⊆ Rm → Rr

可微，且 F (U) ⊆ V，则链式法则为

D(G ◦ F )(x) = DG(F (x))DF (x).

当 m = n 时，Jacobian 的行列式
detDF (x)

衡量有向体积的一阶缩放；非零是局部可逆的微分条件，但不是全局双射的结论。
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正式定理 8.37（多元链式法则） 在上述条件下，复合函数 G ◦ F 可微，且

D(G ◦ F )(x) = DG(F (x))DF (x).

注意右边是矩阵乘法，顺序不能交换；这正是以后写 d(G ◦ F )p = dGF (p) ◦ dFp 的来源。

正式定理 8.38（逆函数定理的有限维版本） 若 F : U ⊆ Rn → Rn 是 C1 映射，且在 x0 处

detDF (x0) 6= 0,

则存在 x0 的邻域和 F (x0) 的邻域，使得 F 在这两个邻域之间有 C1 逆映射。该定理是正式
定理；本文在此只使用它解释“非零 Jacobian 意味着局部坐标可逆”，不展开证明。

推论 8.39（满秩推出局部微分同胚） 若 F : U ⊆ Rn → Rn 是 C1 映射，并且 detDF (x) 6= 0

对所有 x ∈ U 成立，则 F 在每一点附近都限制为一个 C1 微分同胚。这个结论只说明局部
可逆；它不保证 F 全局单射、全局满射，也不保证不同局部邻域的像彼此不重叠。

证明. 对每个 x0 ∈ U 应用逆函数定理，即可得到 x0 的邻域与 F (x0) 的邻域之间的 C1 逆映
射。

正式定理 8.40（隐函数定理的一个版本） 设 F : Rn × Rm → Rm 是 C1 映射，且

F (x0, y0) = 0, detDyF (x0, y0) 6= 0.

则在 (x0, y0) 附近，方程 F (x, y) = 0 唯一确定一个 C1 函数 y = ϕ(x)。这说明“满秩方程
组的解集局部像一张低维曲面”；本文只使用这一几何含义，不展开证明。

定义 8.41（正则值） 设 F : U ⊆ Rn → Rm 是 C1 映射，且 c ∈ Rm。如果对每个满足
F (x) = c 的点 x ∈ U，都有

rankDF (x) = m,

则称 c 是 F 的正则值。不满足这个条件的值称为临界值；注意“正则”是关于值 c 及其整
个原像 F−1(c) 的条件，不是只检查一个预先选定的点。若原像为空，条件按逻辑约定自动
成立。

正式定理 8.42（正则值的局部曲面结论） 设 F : U ⊆ Rn → Rm 是 C1 映射，且在集合

F−1(c) = {x ∈ U : F (x) = c}
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的每一点都有 rankDF (x) = m。则 F−1(c) 在局部是维数 n−m 的 C1 流形。也就是说，当
c 是正则值时，水平集没有由秩下降造成的局部奇点；若 c 是临界值，则不能直接套用这个
结论。

例子 8.43（圆是一个正则水平集） 取 F : R2 → R，F (x, y) = x2 + y2。对 c > 0，水平集

F−1(c) = {(x, y) : x2 + y2 = c}

是圆。因为 ∇F = (2x, 2y) 在圆上处处不为零，所以它是一维光滑流形；在 c = 0 时梯度在
原点为零，这正是结论不能直接使用的临界值。

符号对照表。 初学者可以把下面四种写法看作同一件事在不同层次的表达：

欧氏坐标 流形坐标无关写法 直观含义
DF (x) dFx F 在 x 处的一阶线性变化
v ∈ Rn v ∈ TxM x 处的一个方向
DF (x)v dFx(v) 该方向经过 F 后的方向

detDF (x) 6= 0 dFx 是可逆线性映射 局部没有压扁某个方向

当输入和输出不再是同一个欧氏空间，而是流形时，矩阵 DF (x) 会依赖坐标；线性映射 dFx :

TxM → TF (x)N 则是坐标改变后仍然有意义的对象。这是“微分”进入微分几何的关键一步。

8.4 λ、张量与旋量：三个容易混淆的符号层次
希腊字母 λ 没有脱离上下文的固定含义。它常见的三种用法是：

λ ∈ R 或C 表示标量或参数, Av = λv 中表示特征值, λω 表示用标量乘微分形式.

因此看到 λ时，要先检查它属于哪个集合、作用在哪个对象上；不能因为字母相同就把特征值、曲
线参数和积分变量混为一谈。类似地，t 常表示曲线或时间参数，s 常表示另一个参数或 Laplace
变量，Λ 在复环面中常表示格。

定义 8.44（张量积的泛性质） 设 V,W 是有限维实向量空间。张量积 V ⊗W 是一个向量空
间，连同一个双线性映射

⊗ : V ×W −→ V ⊗W, (v, w) 7−→ v ⊗ w,

满足如下泛性质：对任意向量空间 U 和双线性映射 B : V ×W → U，存在唯一线性映射
B̃ : V ⊗W → U，使

B̃(v ⊗ w) = B(v, w).

满足这个性质的空间在唯一同构意义下确定。多个向量空间的张量积递归定义，记 V ⊗r =

V ⊗ · · · ⊗ V。

197



走向可变黎曼曲面 模块五：几何、微分形式与周期

定义 8.45（张量） 设 V 是有限维向量空间，V ∗ 是其对偶空间，即所有线性函数 V → R 组
成的空间。按本文采用的标准约定，一个 (r, s)-型张量是有 r 个向量型（逆变）位置、s 个
协向量型（协变）位置的对象；等价地，它属于

V ⊗r ⊗ (V ∗)⊗s.

这里 ⊗ 是张量积，表示把多重线性关系组合成一个新的线性对象。坐标中常写为

T = T i1···ir j1···js ei1 ⊗ · · · ⊗ eir ⊗ ej1 ⊗ · · · ⊗ ejs .

上标对应逆变分量，下标对应协变分量；坐标改变时它们按规定的变换律改变，但整个张量
表示的几何对象不变。重复的上、下标在 Einstein 约定中表示对该指标求和，例如

T ijv
j =

∑
j

T ijv
j .

标量是 (0, 0)-张量，向量是 (1, 0)-张量，协向量是 (0, 1)-张量，黎曼度量是一个对称的 (0, 2)-张
量；微分形式则是完全交替的协变张量。

定义 8.46（张量场） 设 M 是光滑流形。一个 (r, s)-型张量场是在每个点 p ∈M 选取一个
(r, s)-型张量 Tp，其中向量空间取为 TpM，并且要求它在每个光滑坐标图中的分量函数都是
光滑的。换句话说，张量场是“每一点都有一个张量”且这些张量随点平滑变化；仅仅逐点
指定张量而没有光滑性，不能称为光滑张量场。

例子 8.47（低阶张量的识别）在一个有基的二维向量空间中，(1, 0)-张量就是一个箭头，(0, 1)-
张量是把箭头送到实数的线性读数器；(0, 2)-张量把两个向量送到一个数。黎曼度量是对称
且正定的这种双线性读数器，而 2-形式是交替的：交换两个输入会变号，输入相同则为零。
上标和下标是在坐标中记账的方式，不是张量本身的两种不同大小。

定义 8.48（Clifford 代数） 设 V 是带对称双线性型 g 的实向量空间。Clifford 代数 Cl(V, g)
是含单位的结合代数，由 V 中的向量生成，并施加关系

vw + wv = −2g(v, w) 1 (v, w ∈ V ).

这里的“由 V 生成”表示每个代数元素都由向量有限次相乘并作线性组合得到；上式规定了
两个向量交换时如何产生标量项。它把内积信息编码进乘法，是定义旋量作用的代数背景。

定义 8.49（正交群与特殊正交群）设 V 是带正定内积 g 的 n-维实向量空间。正交群 O(V, g)
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由所有可逆线性映射 A : V → V 组成，其中

g(Av,Aw) = g(v, w) (v, w ∈ V ).

若预先选定 V 的一个方向（即把有序基分成正向与反向两类），并要求 A 把正向基送到正
向基，所得子群称为特殊正交群 SO(V, g)，简写为 SO(V )；选定定向正交基后写作 SO(n)。
它们分别表示“保持内积”和“保持内积且保持方向”的线性对称。

定义 8.50（Spin 群与二重覆盖） 设 V 是带正定内积的 n-维实向量空间。Clifford 代数中的
单位向量经过偶数次乘积所生成的群，在共轭作用下给出一个满射

ρ : Spin(V ) −→ SO(V ),

其核为 {±1}。因此 Spin(V ) 是正交旋转群 SO(V ) 的二重覆盖；选定正交基后通常写作
Spin(n)→ SO(n)。这一区别解释了旋量在绕一整圈后可能获得符号变化。

定义 8.51（Spin 结构） 设 M 是定向黎曼 n-流形。其定向正交标架在各坐标邻域中的过渡
变换取值于 SO(n)；一个 Spin 结构是把这些过渡变换逐项提升为 Spin(n)-值变换，并且仍
满足同样的粘合关系。这里的“定向正交标架”就是每个切空间中与黎曼内积相容、且与给
定方向相容的一组基；因此这一定义只是在说：在每个坐标重叠处，原来的旋转变换可以选
择一个 Spin 提升，而且这些选择在三重重叠处仍能粘合。给定 Spin(n) 在 Σ 上的线性表示
后，可构造旋量丛，其截面称为旋量场。是否存在 Spin 结构是额外的拓扑问题；本文不使
用其存在性判据，只把它作为旋量区别于普通张量的必要附加数据。

定义 8.52（旋量的定位） 一个旋量空间（spinor module）是 Clifford 代数作用的向量空间
Σ，即有表示

Cl(V, g) −→ End(Σ).

这里 End(Σ) 表示从 Σ 到自身的全部线性映射。在流形上，只有在给定方向、度量以及相
应的 Spin 结构后，才能组成旋量丛；旋量场是旋量丛的截面。旋量不是普通的向量或张量，
它通常在

Spin(n) −→ SO(n)

这个二重覆盖下变换。本文只需要记住：张量直接由切空间和对偶空间构造，旋量还需要
Clifford 代数和 Spin 结构；后者不是 Teichmüller 基础路线中默认已有的对象。
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正式命题 8.53（张量与旋量的类型边界） 设 V 是有限维实向量空间，V ∗ 是其对偶空间。则
下列层次必须分开：

(1) (r, s)-型张量的空间是
T rs (V ) := V ⊗r ⊗ (V ∗)⊗s.

因而 V = T 1
0 (V )、V ∗ = T 0

1 (V )，而 ΛkV ∗ ⊆ T 0
k (V ) 是其中满足完全交替条件的子空

间。微分形式属于这一层。

(2) 若给定非退化双线性型 g，才有由 v 7→ g(v, ·) 定义的同构 V ∼= V ∗。因此“把向量写成
协向量”不是集合论上的相等，而是使用了额外的度量结构；没有 g 时不能默认这样
做。

(3) 旋量空间 Σ 的基本数据是 Clifford 代数表示 ρ : Cl(V, g) → End(Σ)。它不是按 V 与
V ∗ 的张量积定义的对象，所以一般不存在自然的包含 Σ ⊆ T rs (V )，也不存在“旋量就
是带很多指标的张量”这样的定义。

(4) 在流形上，张量场是张量丛的截面；旋量场则需要 Spin 结构和旋量表示后得到的旋量
丛截面。这两个“场”都可以随点光滑变化，但它们的变换数据不同。

证明. 前两项直接来自张量积、对偶空间和非退化双线性型的定义：g 给出的线性映射 V → V ∗

在有限维情形下为同构，但其构造显式依赖 g。完全交替的多重线性映射正是外幂 ΛkV ∗ 的元
素，因此微分 k-形式是特殊的协变张量。第三项中 Σ 是另一个带有 Clifford 代数作用的表示空
间；表示 ρ 提供的是代数元素在 Σ 上的线性算子，而不是把 Σ 定义成若干个 V 或 V ∗ 的张量
积。最后一项只是把同一个逐点构造放到切空间族上：张量场使用切丛及其对偶丛，旋量场还要
使用 Spin结构产生的旋量丛。因此二者的相似之处是“逐点且光滑”，而不是对象类型相同。

向 量 V

协向量 V ∗

张量 V ⊗r ⊗ (V ∗)⊗s

微分形式
ΛkV ∗ ⊆ T 0

k (V )

Clifford 代数 Cl(V, g)

旋量空间 Σ

ρ : Cl(V, g) → End(Σ)

张量积

交替化

给定度量 g

内积进入乘法

表示 ρ

实线表示构造或表示数据；虚线表示必须额外选择度量后才有的升降指
标。 旋量不是张量积的更高阶版本，而是 Clifford 代数的表示空间。

图 50. 向量、协向量、张量、微分形式与旋量的类型关系。

说明 8.54（旋量是选读支线） 本小节中的张量是主线所需的“坐标无关记账工具”；旋量
和 Clifford 代数属于选读内容，不是进入 Teichmüller 理论的前置条件。第一次阅读时只需
掌握：向量表示方向，协向量表示对方向取数的线性函数，张量把若干向量和协向量组合起
来，黎曼度量是特殊的二阶张量。若尚未学习向量空间、对偶空间和张量积，可以先跳过旋
量部分，直接阅读“光滑流形”“黎曼度量”和“微分形式”。
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与后文的接口。 微分 dFx 是切空间之间的线性映射；度量是张量；微分形式是交替协变张量；
联络会对张量场和旋量场定义协变导数。至于旋量在自旋几何、Dirac 算子或指标定理中的作用，
属于另一条更高阶的几何路线，不能由“有一个向量分量”简单替代。

定义 8.55（微分同胚） 光滑流形之间的映射 F :M → N 称为微分同胚，如果它是双射、光
滑，并且逆映射 F−1 : N →M 也光滑。微分同胚是光滑流形类别中的同构；它必然是同胚，
但“同胚”只要求连续性，不能自动推出正向和逆向都光滑。微分同胚也不等于双全纯映射：
前者保持光滑结构，后者还保持复结构。

定义 8.56（Ck 微分同胚） 设 k ≥ 1。若 F :M → N 是双射，F 及 F−1 在坐标中都是 Ck

映射，则称 F 是一个Ck 微分同胚。当 k =∞ 时，它就是上一条定义中的光滑微分同胚。这
个区分在逆函数定理中很重要：若假设只有 C1，定理首先只能给出 C1 的局部逆，不能未
经额外正则性定理就把它写成 C∞ 逆。

正式命题 8.57（双全纯、微分同胚与同胚的层次关系） 设 X,Y 是黎曼曲面，并取复结构诱
导的标准光滑结构和底层拓扑。若 f : X → Y 是双全纯映射，则 f 同时是微分同胚和同胚：

双全纯 =⇒微分同胚 =⇒同胚.

反向蕴含一般不成立：z : C→ C是光滑微分同胚和同胚，但不是全纯，因而不是双全纯；同
胚只保留拓扑，不负责保留光滑或复结构。

证明. 双全纯映射在局部复坐标中由全纯函数给出，其逆由全纯函数给出；全纯函数在实坐标中
C∞，所以 f 及 f−1 都光滑，得到微分同胚。光滑映射连续，故微分同胚自动是同胚。共轭映射
z 的实坐标表达为 (x, y) 7→ (x,−y)，是线性可逆光滑映射，但沿实方向与虚方向的复差商分别
为 1 和 −1，所以不是全纯。

定义 8.58（流形的定向） 在 n-维光滑流形 M 上，一个定向是在每个点的切空间中连续选
择一类正向基，使得任意两个相容坐标图的过渡 Jacobian 行列式为正。等价地，定向把每
个切空间的有序基分成正向和反向两类，并要求这种选择随点连续变化。定向使“从哪一侧
绕边界”有意义；没有定向时，积分通常只能取无符号的密度意义。

定义 8.59（体积形式） 在 n-维光滑流形 M 上，处处不为零的光滑 n-形式 ω 称为体积形
式。若 M 已定向，则称 ω 与定向相容，是指它在每个正向基上取正值。体积形式把每个有
向 n-维区域赋予带符号的体积，从而可以定义 n-维积分。
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定义 8.60（黎曼度量） 光滑流形 M 上的黎曼度量是一个映射 p 7→ gp，其中每个 gp :

TpM × TpM → R 是对称、双线性且正定的内积，并且在每个坐标图中其系数是光滑函数。
若 γ : [a, b]→M 是光滑曲线，其长度定义为

Lg(γ) =

∫ b

a

√
gγ(t)(γ′(t), γ′(t)) dt.

角度由内积的标准公式定义；面积、测地线和曲率还需要额外的积分或联络结构。

正式命题 8.61（度量诱导的体积形式） 若 M 是定向的 n-维黎曼流形，则黎曼度量唯一决
定一个与定向相容的体积形式 volg。在正向坐标 (x1, . . . , xn) 中，

volg =
√

det(gij) dx1 ∧ · · · ∧ dxn.

这是由度量得到体积形式的正式公式；“度量”和“体积形式”仍是两个不同的结构。

定义 8.62（向量场） 在光滑流形 M 上，向量场是一个规则：对每个点 p ∈ M 选取向量
X(p) ∈ TpM，并且在每个光滑坐标图中分量函数都是光滑的。向量场可以被理解为每一点
都放置了一个随位置平滑变化的箭头；在向量丛语言中，它也称为切丛的一个光滑截面。

定义 8.63（联络） 光滑流形 M 上的联络是一个运算

∇ : X(M)× X(M) −→ X(M), (X,Y ) 7−→ ∇XY,

其中 X(M) 表示光滑向量场，并满足

∇X+Y Z = ∇XZ +∇Y Z, ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ,

∇fXY = f∇XY, ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY.

这里 X,Y, Z 是光滑向量场，f 是光滑函数。前三类线性式说明联络对方向和被微分对象具
有线性；最后一式是第二个输入上的 Leibniz 规则。联络的作用是比较不同点的向量，并定
义“沿曲线方向的变化”。

定义 8.64（Lie 括号） 对光滑向量场 X,Y，Lie 括号 [X,Y ] 是作用在光滑函数 f 上的向量
场，定义为

[X,Y ](f) := X(Y (f))− Y (X(f)).

在局部坐标中，若 X = Xi∂i、Y = Y i∂i，则

[X,Y ] = (Xj∂jY
i − Y j∂jX

i)∂i.
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它测量沿 X 再沿 Y 作用与反过来作用的差异。

定义 8.65（度量相容性） 设 ∇ 是黎曼流形 (M, g) 上的联络。若对任意光滑向量场 X,Y, Z

都有
X[g(Y, Z)] = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ),

则称 ∇ 与度量相容。

定义 8.66（挠率） 联络 ∇ 的挠率是

T (X,Y ) := ∇XY −∇YX − [X,Y ].

若 T (X,Y ) = 0 对所有 X,Y 成立，则称联络无挠。

正式定理 8.67（Levi–Civita 定理） 每个黎曼度量唯一决定一个同时与度量相容且无挠的联
络，称为 Levi–Civita 联络。该定理是正式定理；本文使用它建立测地线和曲率的标准定义，
但不展开其存在性与唯一性的完整证明。

定义 8.68（测地线） 设 ∇ 是流形上的联络。光滑曲线 γ : [a, b]→M 称为测地线，如果其
速度场沿曲线的协变导数满足

∇γ̇ γ̇ = 0,

它是“加速度为零”的坐标无关表达。

定义 8.69（曲率张量） 联络 ∇ 的曲率张量定义为

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z.

它测量二阶协变导数不交换的程度；减去 ∇[X,Y ]Z 是为了排除仅由向量场本身不交换造成
的部分。

定义 8.70（二维高斯曲率） 设 M 是二维黎曼流形，∇ 取其 Levi–Civita 联络，R 为曲率
张量。在每个点 p，存在唯一实数 K(p)，使对任意 X,Y, Z ∈ TpM 有

R(X,Y )Z = K(p)
(
g(Y, Z)X − g(X,Z)Y

)
.

这个函数 K :M → R 称为高斯曲率。平面上的欧氏度量给出 K = 0，标准球面给出 K > 0，
双曲平面给出 K < 0；这些是模型的正式计算结果，而不是“弯曲看起来像什么”的主观判
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断。

正式定理 8.71（Gauss–Bonnet 定理（曲面版）） 若 M 是闭的、定向的二维黎曼流形，则∫
M
K volg = 2πχ(M).

这里 χ(M) 是拓扑 Euler 示性数，所以左侧的局部几何总量等于右侧的拓扑不变量。该定理
是正式定理，本文只使用其接口，不证明曲率张量、测地曲率和边界项的完整版本。

说明 8.72（测地线的局部与全局） 测地线方程 ∇γ̇ γ̇ = 0 是局部微分方程；它说明曲线在每
一点都没有内在加速度，但不保证它在两个端点之间是全局最短路。球面上的大圆是测地线，
但相距较远的两个点之间可能存在多条同长测地线。因而“测地线”“最短路”和“唯一最短
路”是三个需要分开的概念。

复结构和黎曼度量不是同一件事：

问题 对应结构

哪些曲线能连续变形？ 拓扑结构
哪些坐标变化全纯？ 复结构
长度、角度和曲率是多少？ 黎曼度量
闭曲线积分得到什么？ 微分形式与上同调

拓扑流形
局部像 Rn

光滑结构
可以微分

黎曼度量
可以测长度

微分形式
可以积分

换图光滑 选内积

外微分 Hodge ⋆

不同结构逐层增加可研究的问题；它们不是同一个对象的不同名字。

图 51. 从形状、微分、测量到积分的结构层级。

8.5 微分形式和外微分
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说明 8.73（形式次数必须和积分维数匹配） 初学者先从三种情况记忆微分形式：

对象 典型写法 沿什么积分
0-形式 f 点上取值，或作为函数
1-形式 P dx+Qdy 沿有向曲线
2-形式 Rdx ∧ dy 在有向二维区域

一般地，k-形式自然地在 k-维有向区域上积分。形式的次数不是装饰性的上标：1-形式不能
直接当作二维面积被积函数，2-形式也不能直接沿一条曲线积分。

定义 8.74（微分形式） 设 X 是 n-维光滑流形，且 0 ≤ k ≤ n。本文未特别标明系数时，
Ωk(X) 表示实值光滑 k-形式的空间；若系数取复数，则记为 Ωk(X;C)。这里“光滑”指在
每个光滑坐标图中坐标表达式具有任意阶连续偏导。k-形式是在每个切空间上取值的交替 k

次线性函数，并随点光滑变化。在坐标 (x1, . . . , xn) 中，它可写成

ω =
∑

i1<···<ik

ωi1···ik dx
i1 ∧ · · · ∧ dxik ,

其中 dxi 是坐标函数 xi 的基本 1-形式。若 k > n，没有非零的 k-形式，通常约定 Ωk(X) = 0。

定义 8.75（楔积） 若 α ∈ Ωk(X)、β ∈ Ωℓ(X)，楔积是映射

∧ : Ωk(X)× Ωℓ(X) −→ Ωk+ℓ(X), (α, β) 7−→ α ∧ β,

当 k + ` > n 时右侧为零空间。它是微分形式上的双线性、交替乘法，满足

α ∧ β = (−1)kℓβ ∧ α

（当 α, β 的次数分别为 k, ` 时）。因此 dxi ∧ dxi = 0；交换两个形式时出现的符号记录了方
向和定向信息。

定义 8.76（外微分） 外微分是线性算子

d : Ωk(X) −→ Ωk+1(X),

它在坐标基本项上规定为

d
(
f dxi1 ∧ · · · ∧ dxik

)
= df ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik , df =

∑
j

∂jf dx
j ,

再按线性延拓。它满足分次 Leibniz 规则

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)kα ∧ dβ,
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再按线性延拓。

定义 8.77（闭形式） 若 ω ∈ Ωk(X) 满足 dω = 0，则称 ω 是闭形式。这是一个条件，不是
所有微分形式自动具备的性质。

定义 8.78（恰当形式） 设 k ≥ 1。若 ω ∈ Ωk(X) 可以写成 ω = dη，其中 η ∈ Ωk−1(X)，则
称 ω 是恰当形式。恰当性比闭性更强，因为它要求给出一个原形式 η。

定义 8.79（Hodge 星） 在带黎曼度量和定向的 n-维流形上，Hodge 星是由度量和体积形式
确定的线性算子

? : Ωk(X) −→ Ωn−k(X).

它的正式定义方程是：对任意同次数的 k-形式 α, β，

α ∧ ?β = 〈α, β〉g volg,

其中 〈 , 〉g 是度量从切空间诱导到 k-形式上的内积。采用黎曼度量的标准符号约定时，?2α =

(−1)k(n−k)α；具体符号仍随定向和约定检查。在定向欧氏平面中约定

?dx = dy, ?dy = −dx, ?(dx ∧ dy) = 1.

这些公式固定了本文在定向欧氏平面中使用的 Hodge 星号约定。

说明 8.80（微分形式的类型流水线） 形式的次数同时控制两件事：它能接收多少个切向量，
以及它自然地在哪个维数的有向对象上积分。外微分 d 把次数提高一阶；因此 dα 与 α 不
是同一种类型。下面的图是类型和积分维数的路线图，不把示例公式误当成一般 k-形式的唯
一写法。

0-形式
f

函数，接收 0 个向量

1-形式
α = P dx+Qdy

接收 1 个向量

2-形式
ω = Rdx ∧ dy
接收 2 个向量

· · · 一般次数
Ωr(X)

d−→
Ωr+1(X)

分别接收
r, r + 1 个向量

d d d

d : Ωr(X) → Ωr+1(X)，而 d2 = 0；所
以“恰当 ⇒ 闭”是类型和运算共同给出的性质。

图 52. 微分形式的次数流水线：次数决定输入的切向量个数和自然积分维数，外微分把次数提高一阶。

定义 8.81（环流与通量的一形式） 在定向欧氏平面 U ⊆ R2 中，向量场

V = (P,Q)
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可以通过欧氏内积降指标为一形式

V ♭ = P dx+Qdy.

沿有向曲线 γ 积分 V ♭ 得到 ∫
γ
V ♭ =

∫
γ
P dx+Qdy,

它记录向量场沿曲线切向方向的总作用，称为环流型积分。
若 γ 取正向边界，单位切向量为 τ，外法向为 n，则在标准定向下

V ♭(τ) ds = V · τ ds, (?V ♭)(τ) ds = V · nds.

所以 ?V ♭ = P dy −Qdx 的边界积分测量外向通量。这里必须同时给出向量场、度量、定向
和边界方向；没有这些数据，“环流”和“通量”并不是只由符号 P,Q 自动决定的同一个数。

正式命题 8.82（向量场与微分形式的转换字典） 在定向欧氏平面 U ⊆ R2 中，设 V =

(P,Q) ∈ C1(U ;R2)。则

V ♭ = P dx+Qdy, ?V ♭ = P dy −Qdx,

并且
d(V ♭) = (Qx − Py) dx ∧ dy = (curl2D V ) dx ∧ dy,

d(?V ♭) = (Px +Qy) dx ∧ dy = (divV ) dx ∧ dy.

在三维欧氏空间中，若 V = (P,Q,R)，则

?d(V ♭) = (curlV )♭.

这些等式的角色不同：V ♭ 是把向量变成一形式，d 把一形式变成二形式，? 依赖度量和定向
并改变形式次数；不能把 d 或 ? 单独理解成普通的偏导或矩阵转置。

证明. 由 V ♭ = P dx+Qdy 及 dP = Pxdx+ Py dy、dQ = Qxdx+Qy dy，有

d(V ♭) = dP ∧ dx+ dQ ∧ dy = (Qx − Py) dx ∧ dy.

又由平面约定 ?dx = dy、?dy = −dx，得 ?V ♭ = P dy −Qdx，于是

d(?V ♭) = dP ∧ dy − dQ ∧ dx = (Px +Qy) dx ∧ dy.

三维公式在标准正交坐标中逐项展开：?(dx ∧ dy) = dz、?(dy ∧ dz) = dx、?(dz ∧ dx) = dy，所
得三个系数正好是 Ry −Qz、Pz −Rx、Qx − Py。
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定义 8.83（黎曼流形上的散度） 设 (Mn, g) 是带定向的黎曼流形，V 是其光滑向量场。先
用度量降指标

V ♭ := g(V, ·) ∈ Ω1(M),

再定义 divg V 为满足
d(?gV

♭) = (divg V ) volg

的唯一光滑函数。这个等式的类型是 ?gV
♭ ∈ Ωn−1(M)、d(?gV ♭) ∈ Ωn(M)，所以右边确实

是“函数乘以体积形式”。在局部坐标中，若 g = (gij)，则

divg V =
1√

det(gij)

n∑
i=1

∂

∂xi

(√
det(gij)V i

)
.

在标准欧氏坐标中 gij = δij，它才退化为前面的
∑

i ∂iV
i。因此“散度是分量逐项求导再相

加”是一个重要的欧氏坐标公式，不是在任意坐标或任意度量下都可直接照搬的定义。

说明 8.84（散度与旋度在一般维数中的分工） divg 在任意维数的定向黎曼流形上都有自然
定义，因为它由 Ωn−1 d−→ Ωn 给出。相比之下，d(V ♭) ∈ Ω2(M) 在任意维数都有定义，但只
有当 n = 3 时，?gd(V ♭) ∈ Ω1(M) 才能经由 ]g 识别为向量场并称为三维旋度。当 n = 2 时，
?gd(V

♭) 是函数，正好解释二维旋度为何通常写成标量；当 n 6= 2, 3 时，没有同样的标量或
向量值旋度识别。这里的“没有”是指没有由度量、定向和外微分自然给出的同型识别，并
不排除研究者另外选择额外结构或定义别的算子。

说明 8.85（为什么二维旋度是标量、三维旋度是向量） 二维中，d(V ♭) 已经是最高次数的
2-形式；固定标准面积形式 dx ∧ dy 后，任何 2-形式都唯一写成

d(V ♭) = c dx ∧ dy,

所以只需记录系数 c = curl2D V。三维中，d(V ♭) 是 2-形式，还不是向量；Hodge 星把它变
成 1-形式，再用欧氏度量把 1-形式升指标，才得到通常所说的旋度向量。因而“二维旋度是
数、三维旋度是向量”不是两个互不相干的约定，而是形式次数与维数共同决定的类型差异。

例子 8.86（旋转场在单位圆盘上的两种边界量） 令

D = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}, V = (−y, x).

其降指标一形式为
V ♭ = −y dx+ x dy, d(V ♭) = 2 dx ∧ dy.

因此二维旋度恒为 2，而
divV = ∂x(−y) + ∂y(x) = 0.
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取单位圆的正向参数化 γ(t) = (cos t, sin t)、0 ≤ t ≤ 2π，则

γ∗(V ♭) = (− sin t) d(cos t) + (cos t) d(sin t) = dt,

从而 ∮
∂D

V ♭ = 2π =

∫∫
D
2 dx dy.

另一方面，
?V ♭ = −y dy − x dx = −d

(
x2 + y2

2

)
,

所以 d(?V ♭) = 0，通量积分为 0。这个算例把两个问题分开：旋转场可以有非零环流而没有
净源汇；“旋度大”不等于“散度大”。

定义 8.87（Hessian 矩阵） 设 u ∈ C2(U)，其中 U ⊆ Rn 是开集。u 在 x ∈ U 处的 Hessian
矩阵定义为

Hessx(u) :=
(

∂2u

∂xi∂xj
(x)

)
1≤i,j≤n

.

它记录 u 的二阶局部变化；对方向 v，二次型 vT Hessx(u)v 是沿 v 的二阶变化率。在 C2 假
设下混合偏导可交换，所以 Hessian 是对称矩阵。这里的 tr 表示矩阵对角线元素之和，称
为迹。

定义 8.88（欧氏 Laplace 算子） 设 U ⊆ Rn 是开集，u ∈ C2(U)。u 的欧氏 Laplace 算子定
义为

∆u :=
n∑
i=1

∂2u

∂(xi)2
.

等价地，
∆u = tr

(
Hessx(u)

)
.

因而 ∆u 把二阶变化率沿各坐标正交方向相加：∆u > 0 表示该点相对于周围平均值有“向
上弯”的趋势，∆u < 0 表示“向下弯”的趋势；这句话只是帮助形成直观，正式含义仍是
上面的二阶导数和。
在二维欧氏平面中，

∆u = uxx + uyy, d(?du) = (∆u) dx ∧ dy.

这里的 ∆ 是微分算子，不要与前文的 Laplace 变换混淆：Laplace 变换把一个函数重新编码
成复参数函数，而 Laplace 算子对同一个函数求二阶导数并相加。在一般黎曼流形上，类似
的二阶算子还依赖度量和坐标无关的构造，不能未经说明就把欧氏公式直接照搬。
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正式命题 8.89（平面 Hodge 星与 Laplace 算子） 在定向欧氏平面上，若 u ∈ C2(U)，则

d(?du) = (∆u) dx ∧ dy.

证明. 由 du = ux dx+ uy dy 以及 ?dx = dy, ?dy = −dx，有

?du = ux dy − uy dx.

因此
d(?du) = d(ux) ∧ dy − d(uy) ∧ dx = (uxx + uyy) dx ∧ dy = (∆u) dx ∧ dy.

正式命题 8.90（外微分的平方为零） 对任意光滑微分形式 ω，都有

d(dω) = d2ω = 0.

因此每个恰当形式都是闭形式：

ω = dη =⇒ dω = 0.

证明. 只需在一个坐标图中检查。对一个基本项

ω = f dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ,

有
dω = df ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik ,

所以
d2ω = d(df) ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

而
d(df) =

∑
a,b

∂b∂af dx
b ∧ dxa.

当 a = b 时，dxa ∧ dxa = 0；当 a 6= b 时，交换 a, b 后，混合偏导数满足 ∂b∂af = ∂a∂bf，而楔
积变号，dxb ∧ dxa = −dxa ∧ dxb，两项正好相消。因此 d(df) = 0，再由线性延拓得到 d2ω = 0。
最后一条把 ω = dη 代入即可。

推论 8.91（闭形式与恰当形式的层次） 在每个次数 k 上，恰当 k-形式组成闭 k-形式的子
空间：

im
(
d : Ωk−1 → Ωk

)
⊆ ker

(
d : Ωk → Ωk+1

)
.

因此“闭形式除去恰当形式”确实可以构成商空间；这正是 de Rham上同调的代数基础。但
反向包含一般不成立：穿孔平面上的角形式闭而不恰当，后文的非零周期会给出正式障碍。
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定义 8.92（形式拉回） 设 F : N →M 是光滑映射，ω 是 M 上的 k-形式。拉回 F ∗ω 是 N

上的 k-形式，逐点定义为

(F ∗ω)q(v1, . . . , vk) = ωF (q)

(
dFq(v1), . . . , dFq(vk)

)
.

它把“先沿 F 送到 M，再用 ω 测量”改写成 N 上的测量。沿参数化区域的积分另见后文
“形式积分”的正式定义。

说明 8.93（形式拉回与链推前的方向） 形式拉回和几何链的推前都涉及同一个映射，但方
向相反、作用对象不同。若 F : N →M，则

F ∗ : Ωk(M) −→ Ωk(N)

把目标上的形式拉回到源空间；相反，若 c 是 N 中的链，F∗c 才表示把这条链沿 F 推到 M

中。F ∗ 不是逆映射，即使 F 不是双射也照样存在；F∗ 也不是把形式“反向推送”。在两种
积分均有定义时，它们通过配对关系连接：∫

F∗c
ω =

∫
c
F ∗ω.

链推前的正式定义和它与边界的相容性见后文；这里先固定两个方向，避免把上标 ∗ 误读成
集合原像或把下标 ∗ 误读成函数逆。

定义 8.94（形式积分） 设 U ⊆ Rk 是带有标准定向的紧致、分段光滑边界区域，F : U →M

是一个 C1 参数化，并且在内部是单射、在内部各点的微分秩为 k。若 F 保持所选定向，且
ω 是 M 上的 k-形式，则形式沿该参数化子流形的积分定义为∫

F (U)
ω :=

∫
U
F ∗ω.

因此曲线积分、曲面积分和周期积分都不是脱离参数化的符号操作，而是先拉回到坐标域，
再进行普通积分。这里的单射和定向条件用于避免同一个几何片段被重复计数；若参数化有
重叠、自交或反向，则应改用带重数和符号的链积分，而不能继续把 ∫

F (U) 当作一个无条件
的集合积分。在适当的正则性下，换一个保持定向的参数化不会改变结果。

正式命题 8.95（拉回与几何运算相容） 设 F : N →M、G :M → P 是光滑映射。若 α 是
P 上的微分形式，复合律为

(G ◦ F )∗α = F ∗(G∗α).

若 β, γ 是 M 上的微分形式，则

F ∗(β ∧ γ) = F ∗β ∧ F ∗γ, d(F ∗β) = F ∗(dβ).
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第一式是拉回的复合律；后两式说明参数化不会破坏楔积的方向信息，并且“先外微分再换
坐标”和“先换坐标再外微分”给出相同结果。它们是标准的局部坐标计算定理，也是 Stokes
定理能够与参数化积分配合的基础。

例子 8.96（拉回的坐标计算） 令 F (u, v) = (x(u, v), y(u, v))，则

F ∗(dx) = xu du+ xv dv, F ∗(dy) = yu du+ yv dv,

从而
F ∗(dx ∧ dy) = (xuyv − xvyu) du ∧ dv = detDF du ∧ dv.

这就是 Jacobian 行列式出现在换元公式中的几何原因：二维面积形式被拉回后，恰好乘上
有向面积的一阶缩放因子。

说明 8.97（Green 公式是 Stokes 定理的二维预览） 为了让熟悉平面微积分的读者先看到具
体图像，本节先写 Green 公式，再在后面陈述统一的 Stokes 定理。逻辑上，Green 公式应
理解为 Stokes 定理在二维区域上的特例；下面的“将要陈述”表示这一步的统一解释暂时
后置，不表示 Green 公式已经独立证明。

D

∂D：边界方向

∫
∂D

η =

∫
D

dη

图 53. Stokes/Green 的图像：边界上的 (n − 1)-形式积分等于区域内部外微分后的 n-形式积分；红色箭
头表示边界定向。

定义 8.98（正向边界） 设 D ⊂ R2 的边界由分段 C1 的简单闭曲线组成。给边界 ∂D 取正
向，是指沿着边界行走时区域 D 始终在左侧。

定义 8.99（外法向） 在正则边界点 p 处，背离区域 D 的单位向量称为外法向，记作 n(p)。

定义 8.100（弧长元） 若 γ : [a, b]→ ∂D 是按弧长方向的参数化，则弧长元定义为

ds = ‖γ′(t)‖ dt.
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定义 8.101（外法向导数） 对 C1 函数 v，沿边界的外法向导数定义为

∂nv = ∇v · n.

这些记号只在边界具有相应的分段光滑性时使用；它们不是把 dy 或 ds 当成没有几何意义
的装饰符号。

定义 8.102（带边界流形与边界） 令

Hn := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn : xn ≥ 0}

为闭半空间。一个 n-维带边界光滑流形是一个空间，它的每个点都有坐标邻域同胚于 Hn 的
开子集，并且重叠坐标之间的过渡映射具有相应的光滑性。若一点在某个坐标中对应 xn = 0，
则称它是边界点；所有边界点组成

∂M.

这个定义与坐标选择无关；∂M 本身是一个 (n− 1)-维流形。这里的 ∂M 是几何上的边界子
集，不要与后面链复形中的边界算子 ∂k : Ck → Ck−1 混淆；二者作用在不同类型的对象上。

正式定理 8.103（Green 公式的外微分形式） 设 D ⊂ R2 是带正向光滑边界的有界区域，
P,Q ∈ C1(D)。令 ω = P dx+Qdy，则

dω = (Qx − Py) dx ∧ dy,

一旦把后文的 Stokes 定理应用于二维区域，就得到∮
∂D

P dx+Qdy =

∫∫
D
(Qx − Py) dx dy.

这就是二维情形的 Green 公式；它不是与 Stokes 定理平行的另一条神秘公式，而是把一形
式取外微分后的直接结果。

正式定理 8.104（Green公式的通量形式） 在同一个有界分段 C1 区域 D 上，若 V = (P,Q)

且 P,Q ∈ C1(D)，则 ∮
∂D

(P dy −Qdx) =
∫∫

D
(Px +Qy) dx dy.

这里 P dx+Qdy 的边界积分测量切向环流，而 P dy −Qdx 的边界积分测量穿过边界的外
向通量；两者分别对应二维旋度与散度。内边界若存在，正向约定仍要求区域始终在行走方
向左侧，所以孔洞的内边界方向与外边界相反。
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正式定理 8.105（Green 第一、第二公式的微分形式表达） 设 u, v ∈ C2(D)，∂n 表示边界外
法向方向导数，ds 表示边界弧长。则∫∫

D

(
∇u · ∇v + u∆v

)
dx dy =

∮
∂D

u ∂nv ds,

以及 ∫∫
D
(u∆v − v∆u) dx dy =

∮
∂D

(
u∂nv − v∂nu

)
ds.

第一式来自
d(u ? dv) = du ∧ ?dv + u d ? dv,

再对左侧使用 Stokes；第二式由交换 u, v 后相减得到。这里 ?、d 和边界积分分别记录度量、
外微分和定向边界。

定义 8.106（标准单形） ∆k = {(t0, . . . , tk) ∈ Rk+1 : ti ≥ 0,
∑

i ti = 1} 称为标准 k-单形。它
是具有 k + 1 个顶点的基本 k-维模型。

定义 8.107（奇异链） 设 X 是拓扑空间。奇异 k-链是连续映射 σ : ∆k → X 的有限形式和；
所有奇异 k-链组成阿贝尔群 Ck(X;Z)。

定义 8.108（奇异链推前） 设 F : X → Y 是连续映射。对奇异单形 σ : ∆k → X，定义

F∗σ := F ◦ σ : ∆k → Y,

再按整数线性延拓，得到
F∗ : Ck(X;Z) −→ Ck(Y ;Z).

这个操作把链的方向沿映射向前传递；它不要求 F 可逆，也不要求 F 是单射。若链的系数
改为实数，F∗ 同样按实线性延拓到 Ck(X;R)。

定义 8.109（边界算子） 边界算子

∂k : Ck(X;Z) −→ Ck−1(X;Z)

这里对低次数作约定 C−1(X;Z) = 0、∂0 = 0；下面的边界公式对 k ≥ 1 使用。把每个奇异
单形 σ : ∆k → X 的边界定义为

∂kσ =

k∑
i=0

(−1)i σ ◦ ιi,
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其中
ιi(t0, . . . , tk−1) = (t0, . . . , ti−1, 0, ti, . . . , tk−1)

把 ∆k−1 嵌入为第 i 个坐标为零的面，并按链线性延拓。符号 (−1)i 记录面相对于顶点顺序
的定向；不带这些符号，公共的 (k − 2)-面不会在相邻两项中相消。

正式命题 8.110（推前与边界相容） 设 F : X → Y 是连续映射，则对每个 k ≥ 1，

∂k(F∗c) = F∗(∂kc) (c ∈ Ck(X;Z)).

因此 F∗ 把循环送到循环，把边界送到边界，并诱导同调群之间的映射

F∗ : Hk(X;Z) −→ Hk(Y ;Z).

证明. 对一个奇异单形 σ，

∂k(F∗σ) = ∂k(F ◦ σ) =
k∑
i=0

(−1)iF ◦ σ ◦ ιi = F∗

(
k∑
i=0

(−1)iσ ◦ ιi

)
= F∗(∂kσ).

对有限和作线性延拓即得一般情形。若 ∂kc = 0，则 ∂k(F∗c) = F∗(∂kc) = 0；若 c = ∂k+1b，则
F∗c = F∗(∂k+1b) = ∂k+1(F∗b)，所以循环与边界都被保持。

正式命题 8.111（边界的边界为零） 对每个 k ≥ 1，边界算子满足

∂k−1 ◦ ∂k = 0.

证明. 对一个奇异单形 σ : ∆k → X 展开两次边界。每个余维 2 的面都恰好出现两次：先删去第
i 个顶点再删去第 j 个，和先删去第 j − 1 个再删去第 i 个得到同一个面，但两个系数的符号相
反。因此所有项成对抵消；按链的线性性，∂k−1∂k = 0 对任意链成立。这就是“边界的边界没有
边界”。

定义 8.112（链复形） 一个（同调）链复形是由一列阿贝尔群或向量空间 Ck 以及边界同态

· · · ∂k+1−−−→ Ck
∂k−→ Ck−1

∂k−1−−−→ · · ·

组成的系统，并满足
∂k−1 ◦ ∂k = 0 对所有k.

上面定义的 Ck(X;Z) 与 ∂k 正好构成 X 的奇异链复形；这里“复形”不是指复数，而是指
一串对象和箭头满足“连续两箭头复合为零”。这个条件使 im ∂k+1 ⊆ ker ∂k，从而可以取商

Hk = ker ∂k/ im ∂k+1.

因此同调不是凭空规定的商，而是由链复形的零复合条件强制出来的结构。
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定义 8.113（奇异同调） 利用上面的边界算子，定义

Zk(X) := ker ∂k, Bk(X) := im ∂k+1.

对 k ≥ 0 使用这里的记号，并沿用 C−1 = 0, ∂0 = 0 的约定。Zk 称为 k-循环群，表示没有边
界的 k-链；Bk 称为 k-边界群，表示确实是某个 (k+1)-链边界的循环。由前一命题 Bk ⊆ Zk，
所以定义

Hk(X;Z) = Zk(X)/Bk(X) = ker ∂k/ im ∂k+1.

一个同调类 [c] ∈ Hk 不是一条特定的链，而是所有与 c 相差一个边界的循环的集合：

[c] = c+Bk.

这就是“两个闭路只差一个可填满的边界时，把它们视为同一个洞方向”的正式版本。

定义 8.114（实系数奇异同调） 把奇异 k-单形的有限和的整数系数改为实系数，得到实链群

Ck(X;R) :=


N∑
j=1

ajσj : N <∞, aj ∈ R, σj : ∆k → X 连续
 .

将边界算子按实线性延拓，并约定 C−1(X;R) = 0, ∂0 = 0，定义

Hk(X;R) := ker(∂k : Ck(X;R)→ Ck−1(X;R))
/

im(∂k+1).

它是一个实向量空间，表示把整数同调中的计数系数允许为任意实数后的版本。周期积分对
实链的线性延拓正是在这个系数系统上进行的。

定义 8.115（光滑奇异链上的形式积分） 设 M 是光滑流形。一个光滑 k-链是有限实线性组
合

c =
N∑
j=1

ajσj , aj ∈ R,

其中每个 σj : ∆
k →M 都延拓为标准单形邻域上的光滑映射。若 ω ∈ Ωk(M)，定义

∫
c
ω :=

N∑
j=1

aj

∫
∆k

σ∗jω.

这里的积分对链的系数线性，对单形的参数化使用前面的形式拉回。重要的边界是：普通奇
异链只要求单形映射连续，所以一般不能直接拉回微分形式；本定义只对具有足够光滑代表
的链使用。若对这样的链取边界，仍使用前面定义的面交替和，并把 ∂ 按实线性延拓。标准
的光滑奇异链理论说明这不会改变通常的同调信息，但本文只需使用显式可积的光滑代表，
不在此处证明光滑链复形与连续奇异链复形的同调等价。
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ω ∈ Ωk(M)

目标 M 上的 k-形式
F ∗ω ∈ Ωk(N)

源 N 上的 k-形式
F ∗ 拉回

F∗c ∈ Ck(M)

推到目标的 k-链
c ∈ Ck(N)

源中的光滑 k-链F∗ 推前

与 F∗c 配对 与 c 配对

∫
F∗c

ω =

∫
c

F ∗ω （形式与链的配对自然性）

F∗(∂c) = ∂(F∗c) （推前与边界相容；维数下降一阶）

图 54. 形式拉回、链推前与积分配对的方向图。F : N →M 时，形式从目标 M 拉回源 N，链则从源 N

推向目标 M；两条方向相反的箭头在积分配对下给出同一个数。虚线不是新的映射，只表示“用同一次
积分配对比较两侧”。

说明 8.116（读图时的三项类型检查） 这张图可以作为后文的固定类型检查表：

F ∗ : Ωk(M)→ Ωk(N) F∗ : Ck(N)→ Ck(M)

∫
: Ωk( · )× Ck( · )→ R.

第一，拉回保持形式次数 k；第二，推前保持链的维数 k，但改变链所在的空间；第三，只
有同次数的形式和链才能直接配对。因而 F ∗ 不是函数的集合原像，F∗ 也不是形式的“逆操
作”；它们是同一个几何映射在两类对象上的两个方向，而 Stokes 公式正是把这种配对与边
界算子连接起来。

正式定理 8.117（链上的 Stokes 公式） 若 k ≥ 1，c 是光滑 k-链，η ∈ Ωk−1(M)，则∫
∂c
η =

∫
c
dη.

这是把标准单形上的 Stokes 定理逐项应用后，再利用积分和边界算子的线性性得到的链版
本。它说明“边界上的 (k − 1)-形式积分”与“内部的外微分积分”在链语言中仍保持同一
关系。

定义 8.118（奇异上同调） 取链群到 R 的加法群同态（在这里也就是对链的系数线性延拓）
组成上链群

Ck(X;R) := Hom(Ck(X;Z),R).

这里 Hom(A,B) 表示从 A 到 B 的所有群同态所成的集合；在本处，A = Ck(X;Z)、B =

(R,+)。余边界是边界算子的对偶：

δk : Ck(X;R)→ Ck+1(X;R), (δkϕ)(c) := ϕ(∂k+1c).
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其上同调为
Hk

sing(X;R) = ker δk/ im δk−1.

正式命题 8.119（余边界平方为零） 奇异上链的余边界满足

δk+1 ◦ δk = 0.

事实上，对任意 ϕ ∈ Ck(X;R) 和 c ∈ Ck+2(X;Z)，有

(δk+1δkϕ)(c) = ϕ(∂k+1∂k+2c) = 0,

其中最后一步使用“边界的边界为零”。因此 im δk−1 ⊆ ker δk，并且上同调商

Hk
sing = ker δk/ im δk−1

确实是良定义的；它与链复形中 ∂2 = 0 的逻辑完全平行，只是把箭头反向并取了对偶。

定义 8.120（de Rham 复形） 在光滑流形 X 上，外微分组成一列向量空间与线性映射

0 −→ Ω0(X)
d−→ Ω1(X)

d−→ · · · d−→ Ωn(X) −→ 0.

由于 d2 = 0，这是一条上同调意义下的复形，称为 X 的 de Rham 复形。这里的 Ωk(X) 是
次数为 k 的微分形式空间；箭头向右提高形式次数，而不是把同一个函数重复求普通导数。
这个复形把局部微分运算组织成可取核与像的全局对象：第 k 个上同调正是第 k 个箭头的
核除以前一个箭头的像。

定义 8.121（de Rham 上同调） 令 K = R 或 C，并使用 K-值微分形式。定义

Hk
dR(X;K) = ker(d : Ωk(X;K)→ Ωk+1(X;K))/ im(d : Ωk−1(X;K)→ Ωk(X;K)).

这里约定 Ω−1(X;K) = 0，所以 k = 0 时分母为零空间；同样，d : Ωn → Ωn+1 = 0 是零映
射。在未标系数的情况下，下面的 Hk

dR(X) 默认指实系数版本，即

Hk
dR(X) = Hk

dR(X;R).

它记录“闭形式除去恰当形式”后剩余的全局信息；奇异同调则记录“闭链除去边界”后的
全局信息。

例子 8.122（从曲线读懂 H1） 一条闭曲线 γ 可以看成一个满足 ∂γ = 0 的 1-循环。若它是
某个二维区域 D 的边界，即 γ = ∂D，那么它属于 B1，在同调商中代表零类。圆盘中的边
界圆就是这种情形；环面上沿经线或纬线绕行的闭路通常不是二维链的边界，因而留下非零
同调类。这里“通常”提醒我们：要把图像变成正式结论，必须指定空间、系数和链的定义，
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不能只凭闭路看起来是否能缩小来下结论。

定义 8.123（边界诱导定向） 设 M 是定向的 n-维带边界光滑流形，p ∈ ∂M。取一个指向
流形外部的横向向量 νout，并令 (v1, . . . , vn−1) 是 Tp∂M 的一组基。规定 (v1, . . . , vn−1) 在
边界上为正向，当且仅当

(νout, v1, . . . , vn−1)

是 TpM 的正向基。这称为由 M 的定向诱导的边界定向；它与横向向量的具体长度无关。在
二维平面区域中，这个约定等价于“沿正向边界行走时，区域始终在左侧”。νout 的选取可用
带边界坐标或任意相容黎曼度量表达，但边界定向本身只依赖原来的定向。

正式定理 8.124（Stokes 定理） 若 M 是 n-维带边界的紧致定向光滑流形，η ∈ Ωn−1(M)，
并在 ∂M 上采用由 M 的定向诱导的边界定向，则∫

M
dη =

∫
∂M

η.

这是 Green 公式、经典曲线积分定理和高维散度公式的统一形式；形式次数 n− 1 与边界维
数 n− 1 必须匹配。

推论 8.125（Green 公式确为 Stokes 的二维特例） 在 Green 公式的假设下，把二维区域 D

看成带边界的定向二维流形。若
η = P dx+Qdy,

则
dη = (Qx − Py) dx ∧ dy.

将 Stokes 定理应用于 η，得到∮
∂D

(P dx+Qdy) =

∫∫
D
(Qx − Py) dx dy,

这正是Green 环流公式。若改取
η = P dy −Qdx,

则
dη = (Px +Qy) dx ∧ dy,

从而得到Green 通量公式。因此两种 Green 公式的差别不在 Stokes 原理本身，而在所选一
形式不同：第一种沿切向测量环流，第二种沿外法向测量通量。

证明. 只需用 d(P dx) = dP∧dx、d(Qdy) = dQ∧dy，以及 dx∧dx = dy∧dy = 0、dy∧dx = −dx∧dy
展开外微分；随后分别把所得二形式代入 Stokes 定理即可。
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若 ω 是闭形式，γ, γ′ 是可分段光滑的闭 1-循环，并且它们的差是某个光滑二维链 C 的边界
γ − γ′ = ∂C,

则 ∫
γ
ω

只依赖 γ 的同调类。因为 ∫
γ
ω −

∫
γ′
ω =

∫
C
dω = 0.

说明 8.126（周期的光滑代表元条件） 周期的积分公式要求闭路至少是分段光滑的，但前面
定义的奇异链只要求连续。标准的光滑逼近定理说明：在光滑流形上，实系数的一维奇异同
调类可以用分段光滑闭链代表；本文因此把周期写在这样的代表元上。这里引用的是代表元
存在性，而不是声称每一条连续闭路本身都已经可直接进行微分形式积分。

定义 8.127（周期） 设 X 是光滑流形，K = R 或 C，且 ω ∈ Ω1(X;K) 是闭形式。若
[γ] ∈ H1(X;R) 由一个可分段光滑的闭 1-循环代表，则沿 γ 的积分

Perω([γ]) =
∫
γ
ω

称为 ω 在闭路同调类 [γ] 上的周期；其值属于 K。若选定一组同调基并选定一组微分基，就
把这些周期按矩阵排列，得到周期矩阵。周期因此是“形式”和“闭路”共同决定的数；在
黎曼曲面上通常取复值形式，所以通常是复数，而不是曲面单独携带的无选择坐标。

正式命题 8.128（周期配对与同调的线性结构） 在光滑流形 X 上，令 K = R 或 C。用可
分段光滑链代表 H1(X;R) 的同调类时，积分给出配对

H1
dR(X;K)×H1(X;R) −→ K, ([ω], [γ]) 7−→

∫
γ
ω.

这里的“可分段光滑”保证曲线积分有定义；通过标准的光滑逼近，它与前面定义的奇异同
调给出同一个同调群。对 K = C 时，配对对形式变量是复线性的、对链变量是实线性的。配
对对形式代表和链代表都良定义：形式换成相差恰当形式的代表，或闭链换成相差边界的代
表，积分值都不变。

证明. 若 ω′ = ω + dφ，其中 φ 是光滑函数，则对闭链 γ，∫
γ
ω′ −

∫
γ
ω =

∫
γ
dφ = φ(γ(1))− φ(γ(0)) = 0.

若 γ′ = γ + ∂C，其中 C 是可分段光滑的 2-链，且 dω = 0，则由 Stokes 定理∫
γ′
ω −

∫
γ
ω =

∫
∂C
ω =

∫
C
dω = 0.

积分对链和形式都线性，所以得到所说的双线性配对。这里的证明只处理配对的良定义性；把
“可分段光滑链”与一般奇异链识别起来，是标准的光滑逼近结果。
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正式命题 8.129（周期配对的自然性） 设 F : N → M 是光滑映射，ω ∈ Ω1(M ;K) 是闭形
式，且 [γ] ∈ H1(N ;R) 由可分段光滑的闭链代表。则 F ∗ω 仍是闭形式，并且

PerF ∗ω([γ]) = Perω
(
F∗[γ]

)
,

∫
F∗γ

ω =

∫
γ
F ∗ω.

这里左边先把形式拉回到 N，右边先把闭路推前到 M；两条路径给出同一个数。这正是“形
式的反变性”和“同调的协变性”在积分配对上的兼容，而不是说 F ∗ 与 F∗ 互为逆映射。

证明. 由拉回与外微分相容，
d(F ∗ω) = F ∗(dω) = 0,

所以 F ∗ω 闭。把 γ 写成光滑奇异单形的有限线性组合后，链积分的定义逐项给出∫
F∗γ

ω =
∑
j

aj

∫
∆1

(F ◦ σj)∗ω =
∑
j

aj

∫
∆1

σ∗j (F
∗ω) =

∫
γ
F ∗ω.

前面的周期配对定理说明两边只依赖同调类，因此得到第一条等式。

正式定理 8.130（零周期判据（标准结论，本文不证）） 若 X 连通，闭 1-形式 ω 的所有周
期都为零，当且仅当 ω 是恰当形式。这个结论把“局部闭”与“全局存在势函数”联系起来；
本文只把它作为判断全局积分障碍的接口，不把它误当成周期配对良定义性的定义。

说明 8.131（曲面的基本周期数量） 闭、连通、定向亏格 g 曲面满足标准结论

H1(X;Z) ∼= Z2g.

因此周期计算通常需要 2g 个独立的同调方向；全纯 1-形式空间的复维数是 g，这就是周期
矩阵出现 g× 2g 原始积分、归一化后出现 g× g 矩阵的原因。这里的同构和维数结论需要曲
面拓扑与 Riemann–Roch 理论，不能只从一张图直接推出。

正式定理 8.132（de Rham 定理） 光滑流形的微分形式上同调与实系数奇异上同调自然同
构：

Hk
dR(X;R) ∼= Hk

sing(X;R).

若把系数从 R 扩张到 C，相应的复系数版本也成立；本文只把实系数版本作为正式陈述。

8.6 学习单元：定义、证明、推论与练习
定义回收。 微分形式是“可以沿曲线积分的对象”，同调是“可以被形式测量的闭路类”。周期
把两者配对：

(闭形式,闭路类) 7−→复数.
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正式命题 8.133（恰当形式的周期为零） 若 ω = dη，且 γ 是闭路，则∫
γ
ω = 0.

证明. 把闭路看成参数区间 [0, 1] 上的光滑曲线。沿曲线的链式法则给出∫
γ
dη = η(γ(1))− η(γ(0)).

由于 γ(1) = γ(0)，右边为零。更一般地，这正是 Stokes 定理在一维闭流形上的情形。

推论。 若两个闭形式相差一个恰当形式，它们在所有闭路上的周期相同。因此周期只依赖 de
Rham 上同调类，而不依赖所选的具体形式代表。这解释了为什么上同调会自然出现在周期问题
中。

具象化说明。 梯度场沿一条闭合路线的总“上升量”必为零：从家门出发再回家，海拔差回到
零。非零周期表示存在不能由一个全局势函数解释的全局绕行信息。

练习。

M5B.1. 在 R2 中计算 d(x2 + y2) 沿单位圆的积分。

M5B.2. 说明 dx 沿矩形边界的积分为什么为零。

M5B.3. 解释一个闭形式可以有非零周期，而恰当形式不行。

M5B.4. 在圆环 A = {(x, y) : 1 < x2 + y2 < 4} 上使用

ω =
−y dx+ x dy

x2 + y2
.

说明它在局部可写成 dθ，但 θ 不能在整个圆环上取为单值光滑函数，并计算它沿单位圆的
周期。

M5B.5. 对 F (x, y) = x2 + y2，计算 DF，并说明 F−1(1) 为什么是正则水平集。

M5B.6. 用矩阵乘法验证两个可微映射的链式法则在二维线性例子中成立。

M5B.7. 写出 d(x dy − y dx)，并用 Stokes/Green 公式计算它在单位圆盘上的积分。

M5B.8. 用一句话区分“光滑结构”“黎曼度量”和“复结构”：它们分别允许我们做什么？

M5B.9. 对任意光滑函数 f，从 d(df) = 0 出发说明为什么 df 总是闭形式；再解释“闭”为什么是
必要条件而不是保证存在全局原函数的充分条件。

M5B.10. 对 u(x, y) = x2 + y2 写出 Hessian 矩阵并计算 ∆u，再说明它与 d(?du) 的关系。
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答案提示与自检
M5B.1 d(x2 + y2) = 2x dx+2y dy，沿闭合单位圆积分为 0。M5B.2

∫
∂R
dx = 0，因为 dx = d(x)

是恰当形式，或直接用 Green 公式。M5B.3 闭形式只满足 dω = 0，恰当形式还要求 ω = dη；后者
的闭路周期必为零。M5B.4 在单位圆上令 x = cos t, y = sin t，得到 ω = dt，周期为 2π；θ 只能局部
单值。M5B.5 DF = (2x, 2y)，在 F−1(1) 上梯度不为零，所以由正则值定理得到圆。M5B.6 取两个
2× 2 Jacobian 矩阵相乘即可验证 D(G ◦ F ) = DGDF。M5B.7 d(x dy − y dx) = 2 dx ∧ dy，单位圆
盘积分为 2π。M5B.8 光滑结构规定可微坐标，黎曼度量规定长度/角度，复结构规定全纯坐标转换；
三者不是同一层结构。M5B.9 d(df) = d2f = 0，所以 df 闭；但闭形式可能在有洞的区域上有非零周
期，因而不一定是全局恰当形式。M5B.10

Hess(u) =

2 0

0 2

 , ∆u = 2 + 2 = 4.

因此 d(?du) = 4 dx ∧ dy；Laplace 算子是外微分与 Hodge 星组合 d(?d ·) 在平面上的系数表达。
M5B.11 链复形的连续箭头是 Ck+1

∂k+1−−−→ Ck
∂k−→ Ck−1，且 ∂k∂k+1 = 0，所以每个边界自动是循环，

im ∂k+1 ⊆ ker ∂k，可以取商得到 Hk。de Rham 复形把 Ck 换成 Ωk(X)，把 ∂k 换成提高次数的 d，
仍由 d2 = 0 保证同样的核/像结构。

8.7 本模块的交接
本模块的依赖链是

光滑流形 −→切空间 −→黎曼度量/联络 或 微分形式/同调 −→积分与周期.

本模块交出切空间、微分形式、闭形式、同调和周期。下一模块把这些结构放到黎曼曲面上，先
加入双曲几何与复环面模型，再分别正式定义全纯微分、除子和 Riemann–Roch 所需的对象。
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9 模块六：黎曼曲面、双曲几何、全纯微分与 Riemann–Roch

本模块导航

进入前 先掌握复结构、拓扑曲面、微分形式、同调和周期的基本读法。黎曼曲面到
Teichmüller 主线是主干；Riemann–Roch 与周期矩阵是可并行深化的全纯
微分支线。

本模块产出 会把黎曼曲面、全纯微分、除子、典范丛、L(D)、Riemann–Roch 和周期矩
阵放在同一条构造链上。

出口检查 能在亏格 0 或 1 的模型上完成一个维数或周期计算，并明确哪些结论只是
引用的高级定理。

9.1 双曲几何的入口
亏格 g ≥ 2 的紧致黎曼曲面有相容的常负曲率度量。上半平面模型和圆盘模型可以计算双曲测
地线、长度和等距变换。

正式定理 9.1（均匀化定理的曲面表述） 每个单连通黎曼曲面双全纯同构于球面、复平面或
单位圆盘之一；亏格至少为 2 的紧致黎曼曲面因此具有双曲均匀化。

定义 9.2（黎曼完备性） 设 (M, g) 是连通黎曼流形，dg 是由度量定义的内在距离：

dg(p, q) := inf
γ:p→q

Lg(γ),

其中下确界取遍连接 p, q 的分段光滑曲线。称 g 为度量完备的，如果每个 dg-Cauchy序列都
在 M 中收敛；称 g 为测地完备的，如果每条测地线都能延拓到 R 上。这里的“完备”不是
说坐标图覆盖了某个欧氏空间，而是说内在距离或测地线不会在有限长度处无故离开流形。

正式定理 9.3（Hopf–Rinow 定理的使用边界） 连通有限维黎曼流形上，度量完备与测地完
备等价；若流形紧致，则这两种完备性都成立。这是正式定理。本文在双曲度量的定义中引
用它来解释“闭曲面上的黎曼度量自动完备”，不把“曲率恒为 −1”本身误当成完备性的证
明。

定义 9.4（曲线同位） 设 α, β : S1 → S 是曲面 S 中的简单闭曲线。称它们曲线同位，如果
存在连续映射

H : S × [0, 1] −→ S, Ht(x) := H(x, t),
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使得每个 Ht 都是 S 到自身的同胚，H0 = idS，并且

H1

(
α(S1)

)
= β(S1).

曲线同位要求整张曲面在变形过程中始终由同胚搬运；它比只要求两条参数曲线作为映射
S1 → S 同伦更强。后文说“分解曲线互不重复”时，正式含义就是它们两两不同位。

定义 9.5（本质简单闭曲线） 闭定向曲面 S 中的简单闭曲线 α 称为本质简单闭曲线，如果
它不围成一个嵌入的闭圆盘。换句话说，不能把它看成只包住一个无洞小片的边界。在闭曲
面上，这正是“非平凡绕圈”的简单曲线版本；本定义采用“不围成嵌入圆盘”作为严格判
据，不把图上的“看起来绕住把手”当作证明。

定义 9.6（三孔球面） 取球面 S2 中三个两两不交的开圆盘 D◦
1, D

◦
2, D

◦
3，定义

P := S2 \ (D◦
1 ∪D◦

2 ∪D◦
3).

这个紧致、连通、带边界的曲面称为三孔球面或三边曲面；其边界由三条圆周组成。它的
Euler 示性数为 χ(P ) = 2 − 3 = −1。在双曲几何中，若给三条边指定正长度，还可以选取
相应的带测地边界的双曲三孔球面；这里先只固定拓扑对象。

定义 9.7（双曲度量） 黎曼曲面上的双曲度量通常指高斯曲率恒为 −1的完备黎曼度量。这
里“恒为 −1”固定了曲率的尺度；若只说“负曲率”，还没有指定同一个归一化。对闭的亏
格 g ≥ 2 曲面，均匀化定理给出这样的度量，而且闭曲面上的黎曼度量自动完备。上半平面
模型中的标准度量为

ds2 =
dx2 + dy2

y2
, y > 0,

它的高斯曲率为 −1。本文把“存在双曲度量”作为均匀化定理的结论，不在此证明完备性
和曲率计算。

定义 9.8（裤子分解） 设 S 是闭的定向亏格 g ≥ 2 曲面。一组曲线 γ1, . . . , γ3g−3 称为裤子
分解，如果它们满足：

(i) 每条 γi 都是本质简单闭曲线；

(ii) 任意两条曲线不相交，且不同位；

(iii) 沿这些曲线切开 S 后，每个连通分支都同胚于一个 三孔球面.

这里的“切开”是把每条曲线的两侧边界分别保留下来，再把它们作为边界观察；它不是把
曲面嵌入三维空间后用刀切割。曲线数和三孔球面数的公式由下一命题证明。
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正式命题 9.9（裤子分解的计数） 若 S 是闭的定向亏格 g ≥ 2 曲面，并且被一组裤子分解
曲线切成 P 个三孔球面，则

P = 2g − 2, #{分解曲线} = 3g − 3.

证明. 每个三孔球面的 Euler 示性数是 −1，而沿圆周粘合两个带边界曲面时，被粘合的圆周
Euler 示性数为 0，所以粘合不改变 Euler 示性数的加法：

χ(S) = Pχ(P ) = −P.

另一方面 χ(S) = 2− 2g，故 P = 2g − 2。切开后的每个三孔球面有三条边界，所以边界圆周总
数为 3P。每条原来的分解曲线切开后贡献两条边界圆周，若记分解曲线数为 C，则 3P = 2C，
从而

C =
3(2g − 2)

2
= 3g − 3.

定义 9.10（Fenchel–Nielsen 坐标） 在一组裤子分解和双曲度量下，每条分解曲线有一个 测
地线代表。记第 i 条代表的长度为 `i > 0；沿切口重新粘合时，先在两侧边界各选定一个参
考点，粘合后两参考点沿边界方向的有向位移记为 τi ∈ R，称为扭转坐标。参考点改变会改
变 τi 的记账原点；在固定标记的约定下，一次完整的 Dehn 扭转使相应的 τi 加上 `i。因此
得到

(3g − 3) 个长度参数 + (3g − 3) 个扭转参数,

共 6g − 6 个实参数，称为 Fenchel–Nielsen 坐标。这里的“坐标”还包括局部/全局参数化、
唯一性和参数范围等定理；本定义本身只规定这些参数记录什么。

一个三孔球面
三条边界 Ci

切开并记录

τi

边界长度 `i

粘合位移 τi

Fenchel–Nielsen 的局部记账：长度测量边界，扭转记录粘合错位

图 55. 裤子分解与 Fenchel–Nielsen 参数的概念图。图中只展示参数的几何来源，不代替 Fenchel–Nielsen
参数化定理。

说明 9.11（Fenchel–Nielsen 坐标的状态） 上面的定义说明每个参数测量什么，但“所有双
曲结构恰好由这些参数唯一确定”是参数化定理，不是定义的自动结果。本文把这一坐标系
作为经典结构引用；在使用它进行分类或计算时，仍需注明曲面亏格、是否固定标记以及参
数的等价关系。

9.2 三个基本亏格模型
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定义 9.12（格与复环面） C 中的格是

Λ = Zω1 + Zω2,

其中 ω1, ω2 在 R 上线性无关。定义 z ∼ z′ 当且仅当 z − z′ ∈ Λ，商空间 C/Λ 的点是平移等
价类；它由 C 的两个基本平移方向拼成一个复环面。若 τ ∈ H，取 Λτ = Z+ τZ，则

Eτ = C/Λτ .

定义 9.13（格商与基本平行四边形） 在 C 上定义

z ∼ w ⇐⇒ z − w ∈ Λ, q : C→ C/Λ, q(z) = [z] = z + Λ.

商空间中的一个点是等价类，而不是某个唯一的复数。取

P = {sω1 + tω2 : 0 ≤ s, t < 1},

则 P 中每一点给出一个商点；P 的相对边界按

z ∼ z + ω1, z ∼ z + ω2

粘合，得到一个拓扑环面。商空间的开集采用商拓扑：U ⊆ C/Λ 开，当且仅当 q−1(U) ⊆ C
开。

正式命题 9.14（格商的自然复结构） 设 Λ 是格，q : C → C/Λ 是商映射。则 q 是覆盖映
射：对每个 z ∈ C，可取一个半径小于最短非零格向量长度一半的圆盘 D(z, r)，使得各个平
移 D(z, r) + λ 两两不交，并且 q 在每个这样的圆盘上都是双射。用这些局部逆映射作为坐
标图，商空间获得唯一的复结构，使 q 局部双全纯。因此 C/Λ 不只是一个集合商，而是一
个自然的黎曼曲面。若 Λ 6= {0}，则 q(z) = q(z + λ)（λ ∈ Λ），所以 q 不是全局单射；这里
“局部双全纯”与“全局双全纯”必须严格区分。

证明. 格是离散子群，所以非零元素的模长有正的最小值。取 0 < r 小于该最小值的一半，平
移后的圆盘不相交；同一圆盘内的两个点不可能相差一个非零格向量，故 q 在每个圆盘上单射。
它的像是商空间中的开集，局部逆映射给出复坐标。两个这样的坐标在重叠处只相差一个平移
w 7→ w+ λ，因而是全纯的。于是这些坐标图组成复图册，并且该图册使 q 局部双全纯；其唯一
性来自局部坐标必须由 q 的逆映射诱导。

正式命题 9.15（平移不变的 dz 可以下降） 对 λ ∈ Λ，令 Tλ(z) = z + λ。则

T ∗
λ (dz) = d(z + λ) = dz.

因此 dz 在格平移下不变，可以唯一地下降为 C/Λ 上的全纯一形式。注意 z 本身通常不能
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下降为商空间上的单值全局函数；下降的是平移不变的微分形式。

亏格 0 球面 Ĉ。亚纯函数由有理函数控制。

亏格 1 复环面
Eτ = C/(Z+ τZ), τ ∈ H.

它同时展示格、周期、同调基和模群作用。

亏格 g ≥ 2 全纯微分空间维数为 g，具有双曲均匀化，复结构的模参数出现高维现象。

亏格 0

球面与有理函数
亏格 1

环面、格与周期
亏格 g ≥ 2

双曲结构与 g 个微分方向

图 56. 黎曼曲面的三个基本亏格模型：低亏格可用显式模型看见，高亏格需要全局微分、周期和双曲几
何共同描述。

说明 9.16（本模块对象的层次） 本段先给出路线图；其中 KX、L(D) 和 `(D) 在这里是预
告记号，正式定义分别见 线丛、典范丛与截面、除子对应的函数空间。本模块出现的对象
分属不同层次：X 是一个黎曼曲面；KX 是附着在 X 上的典范线丛；全纯微分是 KX 的全
纯截面；除子 D 是记录点上整数阶数的有限形式；L(D) 是由 D 规定极点上限的函数空间；
周期矩阵则是对全纯微分沿同调环路积分后得到的线性代数数据。它们的关系不是“同一个
对象的不同名字”，而是两条相互联系的路线：

X −→ KX −→ H0(X,KX), D −→ L(D) −→ `(D).

前一条路线研究全纯微分，后一条路线研究带极点限制的亚纯函数；Riemann–Roch 把两条
路线的维数联系起来。
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参考拓扑曲面
S

只记录连续形状

黎曼曲面
X

加入复结构

典范丛
KX

局部由 dz 粘合

全纯微分空间
H0(X,KX)

一个复向量空间

标记/复结构 构造 取全纯截面

除 子
D =

∑
np[p]

整数阶数账本

极点预算空间
L(D)

亚纯函数的
复向量空间

维 数
`(D)

dimC L(D)

限制极点 取维数

同调环路
H1(X;Z)

拓扑的积分方向

周期矩阵
Ω

选基后排列积分

Jacobian
Jac(X)

周期格的商

与微分积分取周期格商

实线是定义或直接构造；虚线表示需要选
择、经典定理或额外良定义性证明的接口。
从 X 取同调、从 H0(X,KX) 选归一化微分并
积分；Riemann–Roch 只连接两条维数账本。

曲面、向量空间、矩阵和商空间属于不同对象类型，不能互换名称。

图 57. 模块六对象的类型与依赖链：从拓扑/复结构出发，分别得到全纯微分和除子函数空间，再通过同
调积分形成周期矩阵与 Jacobian。图示不把周期映射、模空间或 Torelli 结论当作自动结果。

说明 9.17（三个模型的学习账本）
模型 可以直接看见什么 本阶段应记住的正式输出

球面 Ĉ 一个有限复平面加上 ∞；多
项式在 ∞ 处有极点

典范除子次数为 −2；L(n[∞]) 由 1, z, . . . , zn 张成

环面 Eτ 方形两组对边粘合；dz 沿平
移不变；有两个基本周期

典范丛平凡；H0(Eτ ,KEτ
) 由 dz 张成；周期参数

为 τ

高亏格 g ≥ 2 有 g 个全纯微分方向和 2g

个基本同调方向
dimCH

0(X,KX) = g，典范除子次数为 2g− 2；其
余结论需引用定理

这张表把“看见的模型”和“正式可用的结论”分开。尤其不要把环面的一个参数 τ 误
认为所有高亏格曲面的完整参数。

定义 9.18（亚纯函数的局部阶数） 设 p ∈ X，在局部坐标 z 中，非零亚纯函数 f 可以写成

f(z) = (z − z(p))mu(z), u(z(p)) 6= 0,

其中 m ∈ Z。定义 ordp(f) = m：若 m > 0，它表示 m 阶零点；若 m < 0，它表示 −m 阶
极点；若 m = 0，它在 p 处既不为零也不为无穷。于是局部阶数是对一个点的局部信息；要
把所有点的阶数收集成一个有限账本，还需要下一条定义中的除子。局部形式 f(z) dz 的阶
数则要等到亚纯微分定义后再规定。
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正式命题 9.19（局部阶数的乘法法则） 设 f, g 是 p 的邻域上的非零亚纯函数。则

ordp(fg) = ordp(f) + ordp(g), ordp(f/g) = ordp(f)− ordp(g).

特别地，ordp(1/f) = − ordp(f)。这里等式中的加减是整数的运算；它们把“零点阶数”和
“极点阶数”统一成同一个整数记账。

证明. 令 m = ordp(f)、n = ordp(g)。根据局部阶数的定义，在 p 附近可以写成

f(z) = (z − z(p))mu(z), g(z) = (z − z(p))nv(z),

其中 u(z(p)) 6= 0、v(z(p)) 6= 0。于是

f(z)g(z) = (z − z(p))m+nu(z)v(z),

而 u(z(p))v(z(p)) 6= 0，所以乘积的局部阶数是 m+ n。同理，
f(z)

g(z)
= (z − z(p))m−nu(z)

v(z)
,

且 u/v 在 p 处既有限又非零，故商的局部阶数是 m− n。

定义 9.20（除子） 在黎曼曲面 X 上，除子是有限支持的形式

D =
∑
p∈X

np[p], np ∈ Z,

其次数为 degD =
∑

p np。两个除子逐点相加：

D +D′ =
∑
p

(np + n′p)[p].

若每个 np ≥ 0，称 D 为有效除子，记作 D ≥ 0；更一般地，D ≥ D′ 表示每个点都满足
np ≥ n′p。所以 D ≥ 0 是一个逐点的整数不等式，不是集合包含。若 f 是非零亚纯函数，则
由其局部阶数定义主除子

div(f) :=
∑
p∈X

ordp(f)[p].

在紧致曲面上，亚纯函数只有有限多个零点和极点，因此这个形式确实是有限支持的除子；
这一点使用亚纯函数零点的离散性和紧致性。

定义 9.21（亚纯微分与全纯微分） 黎曼曲面 X 上的亚纯 1-形式（或亚纯微分）是这样一
组局部表达式：在每个复坐标 z 中都写成

ω = f(z) dz,
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其中 f 是亚纯函数；在坐标重叠处，它们按照

f(z) dz = f̃(w) dw

相容。若每个 f 都全纯，则称 ω 为全纯微分。这里的“微分”不是把 f(z) 当作一个新的坐
标函数，而是要求它随坐标变化多乘一个导数因子；这正是 dz 与普通函数 f 的类型差别。

定义 9.22（亚纯微分的局部阶数） 若 ω 是黎曼曲面 X 上的非零亚纯 1-形式，在局部坐标
z 中写成

ω = f(z) dz,

则定义
ordp(ω) := ordp(f).

这个定义与坐标无关：若 w = w(z) 是另一个局部坐标，则

f(z) dz = f̃(w) dw, f̃(w) = f(z(w))
dz

dw
.

因为 dz/dw 在坐标重叠处全纯且处处不为零，它的局部阶数为 0，所以不会改变 ordp(f)。
于是可以定义亚纯微分的除子

div(ω) =
∑
p∈X

ordp(ω)[p].

特别地，“函数的除子”和“微分的除子”记录的是两种不同对象的局部零极点；后者的总次
数在紧致曲面上由亏格控制。

说明 9.23（亚纯微分的局部账本） 在局部坐标中，ω = f(z) dz 的零点、极点由 f 的阶数
决定；坐标微分 dz 在非退化坐标变换下不贡献额外的零点或极点。因此上一条定义给出的
ordp(ω) 是一个全局良定义的整数。

例子 9.24（球面上一个除子的逐点计算） 在 Ĉ 上，函数 f(z) = zn 在 0 处有 n 阶零点，在
∞ 处有 n 阶极点，因此

div(zn) = n[0]− n[∞].

这说明除子不是“把零点和极点列成一行”的记号游戏，而是一份逐点记录局部阶数的账本；
所有系数加起来为零，是紧致曲面上亚纯函数零点总数与极点总数相等的表现。

定义 9.25（过渡数据的 cocycle 粘合条件） 设 {Ui} 是一个开覆盖，在每个 Ui 上给出一份
局部数据；设 gij 是定义在 Ui ∩ Uj 上、把第 j 份数据转换到第 i 份数据的可逆映射。称这
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些过渡映射满足cocycle 粘合条件，如果

gii = id, gij ◦ gjk = gik 在Ui ∩ Uj ∩ Uk 上成立.

由 i, j, i 的特殊情形还得到 gji = g−1
ij 。在线丛中局部纤维是一维复向量空间，过渡映射是乘

以非零函数 gij(x)，于是复合记作乘法

gij(x)gjk(x) = gik(x).

这组条件保证“先用第 j 张局部地图，再用第 i 张局部地图”与直接粘到第 i 张地图一致，
从而局部对象能够组成一个全局对象。

定义 9.26（线丛、典范丛与截面） 黎曼曲面 X 上的全纯复线丛是一个映射 π : L→ X，使
每个纤维 Lx = π−1(x) 都是一维复向量空间，并且在 X 的每个小开集 Ui 上有保持线性结
构的局部平凡化 L|Ui

∼= Ui × C。在重叠处，这些平凡化的转换必须写成

(x, v) 7−→ (x, gij(x)v), gij : Ui ∩ Uj → C×

且 gij 是全纯函数，并满足选定过渡方向下的cocycle 粘合条件

gii = 1, gijgjk = gik, gji = g−1
ij

（等式在三重交集上理解）；这条条件才把“全纯线丛”与只有连续局部平凡化的复线丛区分
开。它表达的是“从 i 坐标到 j 坐标再到 k 坐标，等于直接从 i 到 k”。典范丛 KX 是由局
部全纯 1-形式 dz 拼接得到的线丛，因为 dw = (dw/dz) dz 且坐标转换导数处处非零。线丛
的截面是映射 s : X → L 满足 π ◦ s = idX；全纯截面在局部平凡化下由全纯函数表示，记
作 H0(X,KX)。一般地，记

H0(X,L) = {s : X → L : π ◦ s = idX , s 全纯}

为线丛 L的全局全纯截面空间；点态加法和复数乘法使它成为复向量空间。因此 H0(X,KX)

的元素是全纯微分，而不是黎曼曲面上的点或函数值。

说明 9.27（除子与全纯微分的两条账本） 亚纯函数 f 的除子记录零点和极点的阶数：零点
给正系数，极点给负系数。全纯 1-形式局部写作 f(z) dz，其中 f 全纯；全纯微分就是典范
丛 KX 的全纯截面。二者都使用“阶数”语言，但记录的是不同类型的对象。
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定义 9.28（典范除子） 若 ω 6= 0 是亚纯微分，则

Kω := div(ω)

称为由 ω 表示的典范除子；主除子 div(f) 已在除子的定义中规定，所有这样的 Kω 彼此线
性等价。这里要区分两个层次：KX 是由坐标变换拼成的典范线丛，Kω 是选定一个亚纯微
分后得到的除子代表。它们相关，但不是同一个记号的两种排版。

定义 9.29（除子的线性等价） 两个除子 D,D′ 称为线性等价，记作 D ∼ D′，如果存在非
零亚纯函数 f，使

D −D′ = div(f).

它表示两个除子可能逐点不同，但差别只是某个全局亚纯函数的零点和极点账本。Riemann–
Roch 的数值只依赖相应的线性等价类，而不是典范除子的某一个具体代表。

正式定理 9.30（亚纯函数的零极点守恒） 若 X 是紧致连通黎曼曲面，f 6≡ 0 是亚纯函数，
则

deg div(f) = 0.

换句话说，f 的零点总阶数等于极点总阶数。这个结论是复分析中的辩值原理在紧致黎曼曲
面上的全局形式；本文引用它，不把局部因子分解误当作完整证明。

正式命题 9.31（除子账本的基本运算） 对非零亚纯函数 f, g，有

div(fg) = div(f) + div(g), div(f/g) = div(f)− div(g),

并且
deg(D + div(f)) = degD.

因此线性等价的除子具有相同次数。

证明. 在每个点 p 的局部坐标中，非零全纯因子的阶数满足 ordp(fg) = ordp(f)+ ordp(g)，对商
同理；逐点相加得到前两式。最后使用上一个定理 deg div(f) = 0。

定义 9.32（除子对应的函数空间） 若 D 是除子，记

L(D) = {0} ∪ {f 亚纯 : div(f) +D ≥ 0}, `(D) = dimC L(D).

这里的条件 div(f) +D ≥ 0 意味着 f 的极点不能超过 D 允许的阶数；例如 D = n[p] 允许
p 处至多 n 阶极点，而在其他没有系数的点不允许极点。由阶数的加法公式，L(D) 确实是
亚纯函数空间中的复向量子空间。为避免与典范线丛 KX 混淆，本文把任取一个非零亚纯微
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分 ω 所确定的典范除子记为
K = div(ω).

不同的 ω 给出线性等价的典范除子，因此 Riemann–Roch 的数值结论不变。

正式命题 9.33（极点预算的单调性） 若 D ≤ D′，则

L(D) ⊆ L(D′), `(D) ≤ `(D′)

（维数有限时）。若 D′ = D + div(h)，其中 h 是非零亚纯函数，则

L(D) −→ L(D′), f 7−→ f/h

是一个复向量空间同构。因此增加除子系数会放宽极点预算，而改变代表但不改变线性等价
类不会改变函数空间的本质维数。

证明. 由 D′ ≥ D 和逐点不等式，若 div(f) +D ≥ 0，则 div(f) +D′ ≥ 0，得到包含关系。第二
个映射的逆为 u 7→ uh，因为

div(f/h) +D′ = div(f)− div(h) +D + div(h) = div(f) +D.

定义 9.34（除子线丛与 OX(D)） 给定紧致黎曼曲面 X 上的除子 D，OX(D) 是与 D 相应
的全纯线丛；在开集 U ⊆ X 上，它的局部截面可用亚纯函数 f 表示，并满足

div(f) +D|U ≥ 0.

这里的符号约定意味着：若 D 在 p 处的系数为 n > 0，则截面相对于 OX(D) 最多允许在 p

处有 n阶极点；若系数为负，则相应地要求零点。由于本文采用 L(D) = {f : div(f)+D ≥ 0}
的约定，全局截面正好满足

H0(X,OX(D)) ∼= L(D).

这个对象是“除子限制”与“线丛截面”之间的正式接口；它不是把除子本身误称为线丛，而
是由除子构造出的另一类几何对象。

正式命题 9.35（除子与线丛截面的桥梁（经典对应）） 对紧致黎曼曲面上的除子 D，存在
相应的全纯线丛 OX(D)，并且有自然的向量空间对应

L(D) ∼= H0
(
X,OX(D)

)
.

本文把它作为线丛语言与除子语言之间的接口，只使用其含义而不展开构造证明。

234



走向可变黎曼曲面 模块六：黎曼曲面、双曲几何、全纯微分与 Riemann–Roch

正式定理 9.36（紧致性带来的有限维性） 若 X 是紧致黎曼曲面，D 是除子，则 L(D) 是
有限维复向量空间。因此 `(D) = dimC L(D) 是有限整数。这个结论是紧致性与复分析共同
产生的非平凡事实；本文把它作为 Riemann–Roch 理论的前置定理，不在这里证明。

球面 P1 上的示例
D = 2[∞]

无穷远处最多
允许二阶极点

1

极点阶数 0

z

极点阶数 1

z2

极点阶数 2

L(2[∞]) = spanC{1, z, z2}

图 58. 除子是“极点预算”的图像：在球面上 D = 2[∞] 允许函数在无穷远至多有二阶极点，因此 1, z, z2

组成 L(D) 的一组基。该图只展示球面这个可计算例子，不代表任意曲面的基都如此简单。

正式定理 9.37（Riemann–Roch） 若 X 是紧致、连通的亏格 g 黎曼曲面，D 是除子，则

`(D)− `(K −D) = degD + 1− g, `(D) = dimC L(D).

正式命题 9.38（负次数除子的消失判别） 若 E 是紧致黎曼曲面上的除子且 degE < 0，则

L(E) = {0}, `(E) = 0.

证明. 反设有非零亚纯函数 f ∈ L(E)。条件 div(f) + E ≥ 0 说明它是一个有效除子，因此其次
数非负。另一方面，紧致黎曼曲面上的非零亚纯函数满足 deg div(f) = 0，从而

0 ≤ deg
(
div(f) + E

)
= degE < 0,

矛盾。

正式定理 9.39（典范除子的次数与全纯微分维数） 对亏格 g 的紧致黎曼曲面 X，典范除子
满足

degK = 2g − 2, dimCH
0(X,KX) = g.

这两个结论可以看作 Riemann–Roch在典范除子附近的标准推论；本文只引用它们，不展开
证明。

例子 9.40（Riemann–Roch 在环面上的最小检验） 对复环面 Eτ，g = 1，所以 degK = 0，
且 dz 给出一个非零全纯微分。因而 H0(Eτ ,KEτ ) 是一维的；在 D = 0 时，唯一的全纯函数
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是常数，所以
`(0) = 1, `(K) = 1,

正好满足
`(0)− `(K) = 0 + 1− 1 = 0.

这个小例子展示了 Riemann–Roch 如何把几何对象的维数联系起来，但不替代一般曲面的
证明。

为什么需要这个定理。 Riemann–Roch 能计算全纯函数、全纯微分和允许指定极点的对象的维
数。公式左侧有两个维数：`(D) 数“允许的函数”，`(K −D) 是由典范除子补偿出来的修正项；
右侧只看除子的总次数、曲面的亏格和一个常数。它告诉我们在给定除子限制下截面空间有多少
自由度，但不直接给出复结构模空间的维数，也不自动证明存在普适族。

推论 9.41（大次数除子的稳定范围） 若

degD > 2g − 2,

则
deg(K −D) = 2g − 2− degD < 0.

由命题 9.38，`(K −D) = 0，所以 Riemann–Roch 简化为

`(D) = degD + 1− g.

因此这里的“稳定范围”有一个明确的充分阈值；在临界区间 degD ≤ 2g − 2 时，修正项
`(K −D) 不能凭直觉删去。

说明 9.42（Riemann–Roch的状态标签）Riemann–Roch是正式定理；本文件只给出公式和低
亏格例子，不证明一般情形。由公式计算某个明确的 L(D)是练习或直接推论；由 Riemann–
Roch 推出更深的嵌入定理、周期映射性质或模空间维数，则需要额外定理，不能把它们写
成公式的自动结论。

9.3 先在亏格一上算一次周期
在环面

Eτ = C/(Z+ τZ), τ ∈ H

上，1 和 τ 是两条基本周期方向。取全纯 1-形式 ω = dz：沿第一条方向走一圈，积分累加出∫
a
dz = 1;

沿第二条方向走一圈，则累加出 ∫
b
dz = τ.

这已经是周期矩阵的全部骨架：先选闭路，再选形式，最后积分。高亏格时只是把“两条路”和
“一个形式”推广为 2g 条同调基和 g 个归一化全纯微分；推广后的矩阵会变成 g × g，但“沿路
积分”的动作没有改变。
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a 方向，周期 1

b 方向
周期 τ

基本方形

图 59. 亏格一周期的最小模型：方形的两组对边粘合成环面，底边与左边代表两条基本闭路。

9.4 周期矩阵的构造顺序

定义 9.43（横截相交） 设 S 是光滑曲面，α : I → S 与 β : J → S 是光滑曲线；这里光滑
曲线是区间到 S 的可微映射。若

α(t0) = β(s0) = p,

并且两条曲线在 p 处的切向量

dαt0

(
∂

∂t

)
, dβs0

(
∂

∂s

)
线性无关，称它们在 p 处横截相交，记作 α ⋔ β。由于 S 是二维的，这等价于两条切线不重
合；因此孤立交点附近不会出现两条曲线沿一段弧线重合的退化情形。
更一般地，若 f : P →M、g : Q→M 是光滑映射，并且 f(p) = g(q) = r，若

im(dfp) + im(dgq) = TrM,

就称 f 与 g 在 (p, q) 处横截。下面的交叉配对只需使用曲面中两条曲线的特殊情形；后文
讨论纤维积时出现的“横截性”使用的是这个一般的满秩条件。

定义 9.44（曲面的交叉配对） 设 S 是闭、连通、定向曲面。取两条横截相交的定向闭曲线
α, β。在每个交点 p，若先沿 α 的切向量、再沿 β 的切向量给出的方向与 S 的定向一致，记
该交点符号为 +1，否则记为 −1。把所有交点符号相加，得到几何交数

I(α, β) :=
∑
p∈α∩β

signp(α, β).

它在适当的同调变形下只依赖 [α], [β]，因而诱导

〈 , 〉 : H1(S;Z)×H1(S;Z)→ Z, 〈[α], [β]〉 := I(α, β).

这就是曲面的交叉配对；交换两条曲线会改变符号，因此它是反对称的。
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说明 9.45（交叉配对的定理边界） 上面的有限求和首先只对横截相交的代表曲线有直接意
义；“换成另一组代表后数值不变”以及“任意同调类都能用适合横截的代表计算”，是曲面
交叉理论的标准良定义性结论。因此这里给出了交叉配对的构造接口，而没有把横截逼近和
同调不变性的证明伪装成定义本身。

定义 9.46（辛同调基） 设 S 是亏格 g 的闭定向曲面。若

a1, . . . , ag, b1, . . . , bg

是一组 H1(S;Z) 的基，并满足

〈ai, bj〉 = δij , 〈ai, aj〉 = 〈bi, bj〉 = 0

则称其为辛同调基。它是曲面上的“标准绕圈坐标系”，不是普通的任意向量基；这里 δij 是
Kronecker 符号，即 i = j 时为 1，否则为 0。

定义 9.47（周期矩阵） 对参考曲面 S 先固定一组辛同调基

a1, . . . , ag, b1, . . . , bg

对带标记曲面 (X,m)，用 m∗ 把这组基运输到 H1(X,Z)，再取唯一的 a-周期归一化全纯微
分 ω1, . . . , ωg，记录积分 ∫

aj

ωi,

∫
bj

ωi.

所谓归一化，是要求 ∫
aj

ωi = δij .

于是周期矩阵定义为
Ωij =

∫
bj

ωi.

这一步把“选同调基、选微分基、再积分”明确成一个可计算的构造。周期矩阵不是曲面脱
离选择后自带的一组数字：改变同调基或归一化约定，会改变它的表示；只有在明确这些选
择以及相应的等价关系后，才可以讨论周期映射的目标和良定义性。

选同调基
ai, bi

选并归一化
全纯微分 ωi

沿 bj

积 分
周期矩阵

Ωij

周期矩阵不是凭空出现的坐标，而是“基、形式、积分”三步构造的结果

图 60. 周期矩阵的构造流水线：先选拓扑绕圈，再选解析形式，最后把积分数值排成矩阵。
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正式定理 9.48（归一化全纯微分的存在唯一性） 设 X 是亏格 g 的紧致黎曼曲面，且

a1, . . . , ag, b1, . . . , bg

是一组辛同调基。则存在唯一的一组全纯微分 ω1, . . . , ωg，满足∫
aj

ωi = δij (1 ≤ i, j ≤ g).

因此“取 a-周期归一化的全纯微分”不是任意挑选，而是一个有存在唯一性保证的标准操作。
本文把它作为经典定理引用，不展开其涉及的 Riemann 双线性关系和全纯微分空间维数的
完整证明。

定义 9.49（Jacobian 与阿贝尔簇的最小读法） 对紧致黎曼曲面 X，令

VX = H0(X,KX)
∗

为全纯微分空间的复对偶空间，即所有复线性函数 λ : H0(X,KX)→ C 组成的复向量空间。
周期积分给出一个群同态

H1(X,Z) −→ VX , γ 7−→
(
ω 7−→

∫
γ
ω
)
.

记这个像为周期子群 ΛX。经典的周期格定理断言：对紧致黎曼曲面，ΛX 是 VX 中的离散
满秩格；这个结论依赖全纯微分空间的维数和 Riemann 双线性关系，本文只引用而不证明。
在该定理保证的前提下，定义商

Jac(X) := VX/ΛX

称为 X 的 Jacobian（雅可比簇）；它是一个由全纯微分和周期共同构造的紧致复环面。阿贝
尔簇是同时具有代数结构、并且作为复流形是紧致复交换群的几何对象；在复数域上，它可
以看作带有额外代数/射影结构的复环面。本文这里只需知道：Jacobian 是从曲面出发得到
的辅助对象，不是曲面本身，也不是周期矩阵。

定义 9.50（Torelli 型结论的读法） 在本文件中，“Torelli 型”不是一个新的曲面结构，而是
指一类比较定理：它们研究由黎曼曲面构造出的周期矩阵、Jacobian 或相应的阿贝尔簇，是
否足以恢复原来的曲面，或在什么意义下区分两个曲面。不同版本的假设、目标对象和结论
可能不同；因此“周期映射是单射”不能只因为出现了 Torelli 这个名字就视为已证明。本
文只在明确标出定理及其假设时使用具体的 Torelli 结论。
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定义 9.51（Siegel 上半空间） 对正整数 g，定义

Hg :=
{
Ω ∈ Matg×g(C) : ΩT = Ω, ImΩ 正定} .

这里 Matg×g(C) 是所有 g× g 复矩阵组成的集合；ΩT = Ω 是逐项转置后的对称性；ImΩ 是
逐项取虚部得到的实矩阵。按照下面的正定矩阵定义，ImΩ 正定意味着对每个非零 x ∈ Rg，
都有

xT Im(Ω)x > 0.

等价地，也可以对每个非零 v ∈ Cg 写成

v∗ Im(Ω)v > 0,

其中 v∗ 是共轭转置。这个集合是周期矩阵的自然目标模型；它是参数矩阵的集合，不是黎
曼曲面的模空间本身。

定义 9.52（周期矩阵的线性代数记号） 设 Z = (zij) ∈ Matg×g(C)。逐项共轭、转置和共轭
转置分别记为

Z = (zij), ZT = (zji), Z∗ := Z
T
.

逐项虚部定义为
ImZ :=

Z − Z
2i

.

因此 Z = U + iV 时，U = ReZ、V = ImZ 都是实矩阵。ZT = Z 是复双线性意义下的对
称，而 Z∗ = Z 是 Hermitian 对称；二者不是同一个条件。若 B 是实对称矩阵，B 正定的
正式定义是

∀x ∈ Rg \ {0}, xTBx > 0.

这里的“正”不是说每个矩阵元素都为正，而是说由矩阵定义出的二次型在所有非零方向上
都为正。

正式命题 9.53（实正定性的复向量检验） 若 B 是实对称矩阵，则下列两件事等价：

对所有非零x ∈ Rg, xTBx > 0; 对所有非零v ∈ Cg, v∗Bv > 0.

证明. 把任意 v ∈ Cg 写成 v = x+ iy，其中 x, y ∈ Rg。由于 B 实对称，

v∗Bv = (xT − iyT)B(x+ iy) = xTBx+ yTBy.

若 v 6= 0，则 x 与 y 不会同时为零；实正定性因此给出严格正值。反过来取 v = x ∈ Rg，立即
得到实向量版本。
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说明 9.54（为什么 g = 1 恰好是通常的上半平面） 当 g = 1 时，Ω 只是一个复数，转置对
称性自动成立；正定性变成 ImΩ > 0。所以

H1 = {τ ∈ C : Im τ > 0} = H.

这说明 Siegel 上半空间不是另造一套完全陌生的对象，而是把“一维复数在实轴上方”推广
为“高维复对称矩阵的虚部在每个方向都为正”。

正式命题 9.55（原始周期表到归一化周期矩阵）设 X 是亏格 g 的紧致黎曼曲面，ω1, . . . , ωg

是全纯微分空间的一组有序基。定义两个 g × g 复矩阵

Aij :=

∫
aj

ωi, Bij :=

∫
bj

ωi,

并把全部积分排列成原始周期表

Π := [A | B] ∈ Matg×2g(C).

若 A 可逆，把微分列向量写成 ω = (ω1, . . . , ωg)
T，并定义

η := A−1ω.

则 η = (η1, . . . , ηg)
T 满足(∫

aj

ηi

)
i,j

= Ig,

(∫
bj

ηi

)
i,j

= A−1B.

因此在本文的约定下，归一化周期矩阵是

Ω = A−1B,

而不是原始的 g × 2g 周期表 Π 本身。对紧致黎曼曲面，归一化全纯微分的存在唯一性定理
保证可以使用这样的归一化描述。

证明. 由积分的线性性，η = A−1ω 的 a-周期矩阵为 A−1A = Ig，其 b-周期矩阵为 A−1B。这正
是“先把 a-周期校准成单位矩阵，再读取 b-周期”的矩阵计算。

原始周期表
Π = [A | B]

g × 2g

a-周期归一化
η = A−1ω

归一化矩阵
Ω = A−1B

g × g

目标检查
ΩT = Ω

ImΩ > 0

类型检查：原始数据有 2g 个周期方向；归一化后才保留 g × g 的 b-周期矩阵。
最后两项是 Riemann 双线性关系给出的条件，而不是矩阵乘法自动保证的。

图 61. 周期数据的类型链：从积分表到 Siegel 上半空间中的归一化矩阵。
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定义 9.56（整数辛群） 令

J =

 0 Ig

−Ig 0

 ,

其中 Ig 是 g × g 单位矩阵。定义

Sp2g(Z) := {M ∈ GL2g(Z) :MTJM = J}.

这个群由保持标准交叉配对的可逆整数矩阵组成；因此它描述的是辛同调基的允许换基，而
不是改变黎曼曲面复结构的连续参数。后文的周期矩阵分式线性变换正是这个离散群的作
用。

周期矩阵依赖同调基、微分基和归一化，因此周期映射不是“无选择的曲面坐标”。其单射
性、局部坐标性或全局性质必须使用具体的 Torelli 型定理。

正式定理 9.57（Riemann 双线性关系的周期结论） 对紧致黎曼曲面选取规范化的全纯微分
后，周期矩阵满足

ΩT = Ω, ImΩ > 0.

因此它确实落在 Siegel 上半空间 Hg 中。这个结论保证周期映射的目标空间正确，但不等于
周期映射具有单射性。

定义 9.58（周期映射） 设 S 是亏格 g 的参考曲面，并在 H1(S,Z) 固定一组辛基。对每个
带标记的黎曼曲面 (X,m)，用 m∗ 运输该基，并取 a-周期归一化的全纯微分。把 (X,m) 送
到其归一化周期矩阵 ΩX，得到一个候选的周期映射

P : {带标记的亏格g 黎曼曲面类} −→ Hg,

其中 Hg 是前面定义的 Siegel 上半空间。这里 P 的定义依赖固定的参考辛基、标记和归一
化；改变辛基会由 Sp2g(Z) 的分式线性作用改变矩阵表示。只有在证明这些选择相容后，才
能声称它是良定义的解析映射。周期映射不是周期数本身，也不是模空间，更不是模函数。
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说明 9.59（周期映射的三层状态） 周期构造应按三个层次阅读：

层次 当前得到的内容
一次计算 给定(X,m)、辛同调基和归一化微分，得到一个矩阵ΩX

集合映射 对每个带标记等价类作同样构造，得到P : T (S)→ Hg

解析/分类结论 还需证明良定义性、解析性、等变性、单射性或下降到模空间

前两层是定义和组织数据；第三层是独立的数学定理，不能由“把矩阵写出来”自动推出。改
变同调基会改变矩阵表示，若要得到无标记模点上的对象，还要进一步处理 Sp2g(Z) 的作用
或相应的商。

一次周期数∫
γ

ω ∈ C
一条闭路与一个形式

周期矩阵
Ω = (

∫
bj
ωi)

选基并作 a-归一化

周期映射
P : T (S) → Hg

对所有带标记
曲面同时构造

组织数据 对每个对象重复

进一步问题：忘记标记或改变辛基
Hg/Sp2g(Z) 只是候选记号；
等变性、商的几何性质以及与
模空间的关系仍需独立证明

实线表示已经定义的层级；虚线只表示下一步
研究接口，不表示周期映射已经下降到模空间。

图 62. 周期数据的四层阅读法：先得到一个积分数，再在选定基下组成周期矩阵，再把每个带标记复结
构送到矩阵空间；忘记标记和处理换基是额外的等变性与商空间问题。

定义 9.60（整数辛群与周期矩阵变换） 若按 g × g 的方块写成

M =

A B

C D

 , A,B,C,D ∈ Matg×g(Z),

则在标准的周期矩阵约定下，基变换对应

Ω 7−→M · Ω := (AΩ+B)(CΩ+D)−1.

这里先做矩阵乘法 AΩ+B 与 CΩ+D，再取后者的逆矩阵；经典的 Siegel 作用定理保证当
M ∈ Sp2g(Z)、Ω ∈ Hg 时这个逆矩阵确实存在。这一定义固定了本文的矩阵约定；不同教材
可能把同一换基写成逆矩阵或转置矩阵，从而出现外观不同但等价的分式表达。

243



走向可变黎曼曲面 模块六：黎曼曲面、双曲几何、全纯微分与 Riemann–Roch

正式定理 9.61（Siegel 上半空间上的辛作用） 若 M ∈ Sp2g(Z)，Ω ∈ Hg，并按上面的方块
记号写

M · Ω = (AΩ+B)(CΩ+D)−1,

则 CΩ +D 可逆，且 M · Ω ∈ Hg。这是一个经典的线性代数与复几何结论；本文只引用它，
不展开证明。它的逻辑作用是保证分式表达不是形式上的符号：辛换基确实把一个合法周期
矩阵送到另一个合法周期矩阵。

正式定理 9.62（周期矩阵的辛变换（经典结论，本文不证）） 在上述基变换和周期矩阵约定
下，若改变所选的辛同调基所对应的矩阵为 M ∈ Sp2g(Z)，则周期矩阵的表示按

Ω 7−→M · Ω = (AΩ+B)(CΩ+D)−1, M =

A B

C D


改变。这里改变的是同一个带标记黎曼曲面的离散坐标和归一化选择，不是已经改变了曲面
的复结构。本模块暂不使用映射类群对 T (S) 的作用；等到下一模块定义该作用后，才把这
种换基公式写成周期映射的等变性公式。这个定理只陈述经典的矩阵变换结论，不证明其解
析变化。

对一个固定的带标记黎曼曲面 (X,m)，上面的构造只产生一个矩阵 ΩX。把每个 (X,m) 都
送到相应矩阵，才得到对所有参数同时进行的规则；在下一模块正式定义 T (S) 后，可以把这个
带标记曲面类集合简写为

P : T (S) −→ Hg.

因此，(X,m) 7→ ΩX 是一次计算，而 P 是一个映射。Riemann双线性关系只说明矩阵落在 Siegel
上半空间中；它不自动说明不同曲面会得到不同矩阵。

正式命题 9.63（复环面的周期矩阵） 令 Eτ = C/(Z+ τZ)，其中 τ ∈ H。取 a 为由 1 方向
下降的闭路，取 b 为由 τ 方向下降的闭路，并取全纯 1-形式 ω = dz。则∫

a
ω = 1,

∫
b
ω = τ.

因此在 a-周期归一化下，亏格 1 的周期矩阵就是 1× 1 矩阵

Ω = (τ).

证明. 在覆盖空间 C 中分别取从 0 到 1、从 0 到 τ 的直线段作为闭路的提升。沿直线段积分 dz

等于终点减起点，故周期分别为 1 和 τ。dz 在格平移下不变，所以它确实下降为商环面上的全
纯形式。

周期矩阵的两个层次。 在亏格 1 时，τ 已经是一个复数；在亏格 g 时，Ω 是满足对称性和正定
性的 g× g 矩阵。改变辛同调基会改变矩阵表示，但不应误解为曲面本身突然变成了另一个对象：
这是同一个几何对象换了一套离散坐标。
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9.5 学习单元：定义、证明、推论与练习
定义回收。 在本模块中，除子记录允许的零点和极点，L(D) 收集满足这些极点限制的亚纯函
数，Riemann–Roch 则计算这个函数空间的维数。周期矩阵是另一条支线：它从归一化全纯微分
和同调基出发。

正式命题 9.64（Ĉ 上的极点限制） 令 D = n[∞]，其中 n ≥ 0。则

L(D) = {a0 + a1z + · · ·+ anz
n : ai ∈ C}, `(D) = n+ 1.

证明. Ĉ 上的亚纯函数若在有限复平面没有极点，就只能是一个多项式；否则有限点处的极点会
违反条件 div(f)+D ≥ 0。多项式 zk 在无穷远处的极点阶数为 k，所以允许的最高次数是 n。因
此 1, z, . . . , zn 构成 L(D) 的一组基，维数为 n+ 1。

推论。 亏格 0 的 Riemann–Roch 公式

`(D)− `(K −D) = degD + 1

在 D = n[∞] 上变成上面的直接计数。这个例子展示了 Riemann–Roch 的作用：它把几何上的
极点限制变成线性代数中的维数。

具象化说明。 把 Ĉ 想成把复平面外面再加上一个无穷远点。多项式次数越高，越会在无穷远处
“长得越快”，因此无穷远处的极点阶数正好记录多项式次数。

练习。

M6.1. 证明 1, z, z2 在线性上独立，并由此计算 `(2[∞])。

M6.2. 写出函数 1/(z − a) 的除子中零点和极点的位置。

M6.3. 对 Eτ = C/(Z+ τZ)，说明 dz 为什么能下降为复环面上的全纯 1-形式。

M6.4. 解释改变同调基为什么会改变周期矩阵的表示。

M6.5. 取 τ = i，计算上面命题中的两个周期，并说明为什么 Im τ > 0。

M6.6. 区分“周期矩阵改变了表示”和“黎曼曲面改变了复结构”这两句话：它们分别涉及什么
选择？

M6.7. 说明原始周期表 Π = [A | B] 的大小为什么是 g × 2g，而归一化周期矩阵 Ω 的大小为什么
是 g × g。

M6.8. 设 B =

2 1

1 2

。直接计算 xTBx，说明它为什么正定；再取 v = (1, i)T 检查 v∗Bv。

M6.9. 在 g = 1 时，把 H1 的定义化简为熟悉的上半平面条件。

M6.10. 解释为什么“Ω 对称且虚部正定”是 Riemann 双线性关系的结论，而不是 A−1B 这个矩
阵乘法本身自动保证的。
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答案提示与自检
M6.1 1, z, z2 线性独立，所以 `(2[∞]) = 3。M6.2 1/(z − a) 在 a 有一阶极点，在无穷远有一

阶零点，故除子为 [∞] − [a]。M6.3 平移满足 T ∗
λdz = dz，所以由上面的下降命题得到环面上的

全纯形式。M6.4 改变同调基会改变积分所用的闭路，因而改变矩阵表示；曲面和复结构未必改变。
M6.5

∫
a
dz = 1、∫

b
dz = i，而 Im i = 1 > 0。M6.6 前者改变的是离散基与归一化，后者改变的

是过渡函数的复解析结构；二者必须区分。M6.7 Π 记录 g 个微分沿 2g 条同调基曲线的积分，所
以有 g · 2g 个条目；归一化把 a-周期矩阵变为 Ig，只需记录剩下的 b-周期 g × g 矩阵 Ω。M6.8
xTBx = 2x21 + 2x1x2 + 2x22 = (x1 + x2)

2 + x21 + x22 > 0（x 6= 0）。对 v = (1, i)T，由复向量检
验 v∗Bv = 4 > 0。M6.9 1 × 1 矩阵的转置对称性自动成立，虚部正定就是 Im τ > 0，故 H1 = H。
M6.10 A−1B 只说明如何由原始表计算归一化矩阵；对称性和正定性来自曲面的复结构、交叉配对与
Riemann 双线性关系，必须作为独立定理引用。

9.6 本模块的交接
本模块的依赖链是

黎曼曲面 −→典范丛/全纯微分 −→除子与L(D) −→ Riemann–Roch 的维数,
同调基+归一化微分 −→周期矩阵.

本模块交出双曲度量、Fenchel–Nielsen 参数、全纯微分、除子、维数、周期矩阵和亏格分层。下
一模块把“所有复结构如何分类”变成一个模问题，并严格区分 Teichmüller 空间、模空间和模
函数；这些术语将在下一模块分别正式定义。
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10 模块七：模问题、标记、映射类群与模函数

本模块导航

进入前 先掌握模块四的标记/映射类群，以及模块六的黎曼曲面和周期数据。

本模块产出 会区分带标记对象、T (S)、Mset(S) 与具有额外几何结构的M(S)、映射类
群作用、模函数和周期映射。

出口检查 能对一个具体对象回答：它是单个曲面、参数空间、群作用，还是参数空间
上的函数。

10.1 标记黎曼曲面和 Teichmüller 空间
固定参考曲面 S。本小节先把“保留标记的对象”定义清楚，再定义忘掉标记后的分类空间。

定义 10.1（标记黎曼曲面）固定闭的可定向参考曲面 S。一个标记黎曼曲面是一个对 (X,m)，
其中 X 是黎曼曲面，m : S → X 是保持方向的同胚。这里 X 提供复结构，m 提供参考曲
面与该复曲面之间的拓扑识别；二者是不同层次的资料。

定义 10.2（标记黎曼曲面等价） 两个标记黎曼曲面 (X,m) 与 (Y, n) 等价，是指存在双全
纯映射 f : X → Y，使

f ◦m : S −→ Y

与 n : S → Y 同位。等价关系比较的是三件事：底层复曲面、双全纯映射，以及参考曲面
上的标记是否只相差同位；只知道 X,Y 双全纯而不检查标记，不足以说明两个标记对象在
T (S) 中相同。

定义 10.3（Teichmüller 空间）

T (S) = {标记黎曼曲面}/{上述标记相容的双全纯等价}.

这个式子首先只定义了一个集合；把它赋予拓扑结构、复流形结构或度量，以及证明这些结
构良好，是后续定理而不是商集合定义的直接结果。

定义 10.4（集合层面的无标记轨道商） 在尚未选择拓扑或复解析结构之前，先记

Mset(S) := T (S)/Mod(S)

为集合意义下的轨道商。它只表示“把映射类群轨道识别为同一点”的集合；后文的M(S)

只有在说明了所赋予的几何结构、稳定子和是否存在普适族之后，才表示一个具体的模空间
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实现。这个临时记号用来防止把集合商误读为已经构造好的复流形。

说明 10.5（三种“忘掉”不是同一步） 从 (X,m) 到无标记分类至少有三个不同动作：

忘掉标记的具体公式 −→ 按标记类群取轨道 −→ 在商上构造拓扑或复结构.

第一步只是语言上的遗忘；第二步是集合论的等价类构造；第三步是几何构造和良定义性证
明。因此“忘掉标记”不等于“已经得到模空间”。

在模问题中至少有三种不同的“相同”：

(1) 两个标记黎曼曲面相等，通常只是记号相同；

(2) 它们在 T (S) 中等价，即存在双全纯映射，并且标记相容到同位；

(3) 它们代表同一个无标记模点，即还允许改变参考曲面的标记，因而属于同一个 Mod(S)-轨
道。

所以 T (S) 记录“曲面加标记”，而Mset(S) 只记录“曲面本身的同构类”。从前者到后者不是
简单删除一个符号，而是要取映射类群的轨道商；是否能把这个集合实现为所需的模空间，仍是
后续问题。

定义 10.6（带原点复椭圆曲线的格基分类） 把 Eτ = C/(Z + τZ) 视为带有原点的复环面，
也就是带原点的复椭圆曲线。改变格的有序正基；本文固定采用下列分式线性作用约定

(1, τ) 7−→ (c+ dτ, aτ + b),

a b

c d

 ∈ SL2(Z),

再把第一条新基向量 cτ + d 归一化为 1，记为

τ 7−→ aτ + b

cτ + d
.

若把新基向量按另一种顺序排列，或把矩阵作用写在行向量上，教材中也会出现 (c+dτ)/(a+

bτ)；那是另一种换基约定，不能和本式放在同一个推导链中。关键事实是：SL2(Z) 记录整
数格基的换基，而 PSL2(Z) 忘掉 A 与 −A 的重复表示。

正式命题 10.7（两个基本格基变换） 对 τ ∈ H，有

Eτ ∼= Eτ+1, Eτ ∼= E−1/τ

作为带原点的复环面。第一个同构来自格基 (1, τ) 7→ (1, 1+ τ)，第二个来自交换并重新归一
化两个格方向。

证明. Z + τZ = Z + (τ + 1)Z，所以两个商实际上由同一个格给出。对第二个等式，乘法映射
z 7→ z/τ 把格 Z+ τZ 送到

1
τZ+ Z = Z+ 1

τZ.
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再乘以 −1 不改变格的同构类型，于是得到参数 −1/τ。

说明 10.8（低亏格模型中的四种对象）
记号 对象类型 作用

τ 上半平面中的一个参
数

给出带格基信息的复环面模型

Eτ 一个复环面；带原点时
是复椭圆曲线

被分类的几何对象

H/PSL2(Z) 轨道商的参数集合或
几何商模型

忘掉格基后的分类方向

j(τ) 商上的不变量函数 把同一轨道的参数送到同一个复数
τ 是参数，Eτ 是几何对象，商是分类空间方向，j 是函数；四者不能互换。

低亏格模型的完整读法可以压缩为

τ ∈ H ⇝ Eτ = C/(Z+ τZ) ⇝ [τ ] ∈ H/PSL2(Z) ⇝ j(τ) ∈ C.

第一箭头由参数制造几何对象；第二箭头忘掉格基；第三箭头用不变量表示轨道。这里的商模型、
其粗/细模解释以及 j 的分类性质，都需要相应的定理和约定；这条箭头链本身不是一个自动成
立的“所有模空间定理”。

τ ∈ H

一个复参数
Eτ

一个复环面
[τ ]

一个换基轨道
j(τ)

一个不变量
制造 忘掉格基 用函数记录

参数、几何对象、商点和函数属于四种不同类型

图 63. 亏格一模型的对象流水线：从参数得到环面，再取换基轨道，最后用 j-不变量表示轨道。箭头所
表达的是构造方向，不表示每一步都不需要定理。

说明 10.9（亏格分层的标准结论） 对闭可定向参考曲面 S，亏格 0时 T (S)只有一个点；亏
格 1 时，在固定适当标记规范后可用上半平面作模型；亏格 g ≥ 2 时，Teichmüller 理论证
明 T (S) 是复维数 3g− 3 的复流形，并且作为实流形维数为 6g− 6。这些是高级定理，本文
在此只标出它们的状态，不把它们当作定义的推论。
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定义 10.10（映射类群在 Teichmüller 空间上的作用） 若 [φ] ∈ Mod(S) 由方向保持自同胚
φ : S → S 表示，则定义

[φ] · [X,m] = [X,m ◦ φ−1].

这里的 φ−1 出现在右侧，是因为 φ 先改变参考曲面上的标记；采用左作用约定时，逆映射
保证 [φ][ψ] 的作用与复合次序相容。由于同位的自同胚给出同一个标记等价类，这个公式在
等价类上良定义，并给出群作用。忘掉标记的分类可由这个作用的轨道空间表达，但轨道空
间的几何性质仍需另外证明。

正式命题 10.11（Teichmüller 作用的良定义与群公理） 上面的公式只依赖 [φ] 和 [X,m] 所
代表的等价类，并且给出一个左群作用：

[1] · [X,m] = [X,m], [φ] ·
(
[ψ] · [X,m]

)
= [φψ] · [X,m].

因此它不是把一个自同胚代表硬塞进公式的记号，而是在 Mod(S) × T (S) → T (S) 上真正
定义了映射。

证明. 若 φ′ 与 φ 同位，则 φ′−1 与 φ−1 也同位；把该同位复合在 m 后面，得到 m ◦ φ′−1 与
m ◦ φ−1 给出同一个标记黎曼曲面等价类。若 (X,m) 与 (Y, n) 等价，由双全纯映射 f : X → Y

给出的标记同位在定义域右侧复合 φ−1，仍然是标记同位，所以作用不依赖 [X,m] 的代表。单
位元的公式直接给出 [1] · [X,m] = [X,m]。最后，按群乘法约定 φψ = φ ◦ ψ，有

[φ] ·
(
[ψ] · [X,m]

)
= [φ] · [X,m ◦ ψ−1]

= [X,m ◦ ψ−1 ◦ φ−1]

= [X,m ◦ (φ ◦ ψ)−1] = [φψ] · [X,m].

这三步分别检查了代表替换、单位元和复合次序。

正式命题 10.12（Teichmüller 轨道与无标记同构类） 设 [X,m], [Y, n] ∈ T (S)。则下列两件
事等价：

(i) [X,m] 与[Y, n] 属于同一个Mod(S) 轨道;

(ii) X 与Y 之间存在双全纯映射.
因此，集合意义下的轨道商 T (S)/Mod(S) 的点，正好记录无标记黎曼曲面的双全纯同构类；
这只是集合层面的分类结论，不等于已经构造出粗模空间的复结构，更不等于已经得到细模
空间或普适族。

证明. 若 [Y, n] = [φ] · [X,m]，则按标记黎曼曲面的等价定义，存在双全纯映射 f : X → Y，使
f ◦m ◦ φ−1 与 n 同位，故 X 与 Y 无标记双全纯同构。反过来，若 f : X → Y 双全纯，令

φ = n−1 ◦ f ◦m : S → S.

这是一个方向保持自同胚，并且
f ◦m ◦ φ−1 = n.
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所以 [Y, n] = [φ] · [X,m] 在 T (S) 中成立，两个点属于同一轨道。

正式定理 10.13（周期映射的映射类群等变性（经典结论，本文不证）） 在模块六的周期映
射约定下，若 Mϕ ∈ Sp2g(Z) 表示 φ 在所选辛同调基上诱导的换基矩阵，则经典的等变性公
式写作

P
(
[φ] · [X,m]

)
=Mϕ · P([X,m]).

这里左边使用本模块刚定义的 Mod(S) 作用，右边使用模块六已经定义的 Sp2g(Z) 分式线性
作用。公式的具体逆矩阵或转置形式随“作用在标记上”与“运输同调基”的约定而变；本
文固定上述记号，不把不同约定混用。这只是经典结构性结论，本文不证明它的解析性、良
定义性或在模空间上的下降。

这里先保留标记，目的是消除“同一曲面如何对应参考曲面”的歧义。之后映射类群作用于
T (S)，忘掉标记得到无标记的模问题。

T (S)：同一个无标记曲面的不同标记

[X,m] [X,m ◦ φ−1]

[X,m ◦ ψ−1]

Mod(S) 作用
取轨道，忘掉标记一个无标记

同构类

图 64. Teichmüller 空间保留标记；模空间方向上的商把映射类群轨道视为同一个无标记对象。

定义 10.14（模空间） 模空间是按同构分类对象的参数空间，或这个分类集合所携带的几何
实现。对曲面，集合层面的起点是

Mset(S) = T (S)/Mod(S)

作为集合层面的分类起点：它只说明“哪些对象被视为同一个”，还没有说明商集的拓扑、复
结构、稳定子或边界如何组织。记作M(S) 的具体模空间实现，必须明确：

点代表什么 + 允许哪些参数映射 + 是否记录自同构和族.

因此模空间不是“所有对象的集合”也不是“某个模函数”；它是一个带有分类语义的参数
对象。

说明 10.15（模函子的工作语言（预告）） 从这里开始，“模函子”先作为一套工作语言使用，
严格定义留到模块八。给定一个测试空间 B，记 F(B) 为“B 上的对象族按族同构取类”得
到的集合；给定参数变换 h : C → B，把 B 上的族沿 h 拉回到 C 上，就得到一个反向规则
F(B)→ F(C)。因此本节的粗、细模空间定义是在这套工作语言上书写的，不是把“每个对
象对应一个点”的集合分类直接冒充为完整的模函子。模块八会补上测试空间、族同构、拉

251



走向可变黎曼曲面 模块七：模问题、标记、映射类群与模函数

回和自然性的正式定义，并解释何时还必须保留自同构的群胚信息。

定义 10.16（粗模空间） 设 F 是按上面工作语言得到的集合值族分类规则（模块八将把它
正式定义为模函子），且记

hM (B) := Hom(B,M)

为由空间 M 给出的可表示函子。一个自然变换 η : F ⇒ hM 称为粗模空间结构，如果：

(a) 在测试空间为一点时，ηpt 把对象的同构类双射到 M 的点；

(b) 对任意空间 N 和任意自然变换 α : F ⇒ hN，存在唯一允许映射 u :M → N，使

α = hu ◦ η.

这里 hu : hM ⇒ hN 由复合 u ◦ (−) 诱导。粗模空间保留点层面的同构分类和不变量的因子
化，但不要求 F ∼= hM，所以不保证每个参数空间上的族都由 M 上的一族唯一拉回得到。

说明 10.17（本导论中粗模空间定义的适用范围） 上面的粗模空间定义采用“集合值模函子
+ 测试空间 + 自然变换”的严格版本。它的前提是：F(B) 已经把 B 上的对象族按规定的
族同构取成集合，而不是仍然保留所有自同构的群胚。若原始模问题必须记住对象的自同构，
应先使用群胚或模栈，再讨论其粗空间；不能把普通集合值函子误说成已经保存了稳定子信
息。因此这里的定义给出的是一个可检查的集合值框架，不声称每个几何模问题都自动具有
这样的 M。

定义 10.18（细模空间） 若上述集合值族分类规则在正式的模函子意义下存在自然同构

η : F ∼
==⇒ hM ,

则称 M 是细模空间。自然同构中 ηM (U) 对应的对象族 U →M 称为普适族；等价地，对每
个允许的测试空间 B，B 上的对象族都对应唯一的允许映射 B → M，且该族与 U 的拉回
同构。这里的“唯一”是在规定的族同构意义下理解；若对象有自同构，普通集合值表述可
能不够，需要群胚或栈来保存这些对称性。

说明 10.19（细模空间中的普适族如何读） 自然同构 η : F ⇒ hM 把 M 上的恒等映射
idM ∈ hM (M) 对应到一个对象族 U ∈ F(M)。这个 U → M 就是普适族：任意测试空间 B

上的族 X ∈ F(B) 对应一个唯一映射 f : B →M，并且 X 与 f∗U 同构。所以“普适”同时
包含一个具体族和所有其他族的拉回分类，不能只理解成“存在一族”。
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定义 10.20（紧化） 若 M 是一个非紧空间，M 是一个紧空间，并且 M 能作为 M 的稠密
开子空间嵌入，则称 M 是 M 的 紧化。新增的边界点表示某种退化或极限对象；它们不是
简单地把一个“无穷远点”添上去，具体边界含义必须由所研究的模问题规定。

定义 10.21（level structure（额外标记结构）） 在模问题中，level structure 指附加在对象
上的离散标记数据，例如选定某个有限商、同调群的基，或满足规定条件的点列。它的作用
是把原本可能有自同构的对象进一步区分开；但“加入 level structure 就一定没有自同构”
不是无条件成立的定理，必须检查该标记结构的具体定义和稳定子。它与 Teichmüller 标记
的共同点是都增加了记号信息，区别是 level structure 通常是有限或离散的附加数据，而
Teichmüller 标记是参考拓扑曲面到对象的整体同胚。

说明 10.22（从轨道商到模空间：三层信息） 读到“商”时应区分三层对象：

集合轨道商 −→ 粗模空间 −→ 轨形/模栈或细模空间.

第一层只问哪些对象被同一个群作用识别；第二层还要在商上构造拓扑或复解析结构，但通
常只保留同构类；第三层进一步保留稳定子、自同构和族的粘合信息。若加入足够的 标记或
level structure 以杀掉自同构，某些问题才可能得到细模空间；这不是所有亏格和所有模问
题都自动成立的结论。

说明 10.23（稳定子为什么会产生 orbifold现象）若某个标记黎曼曲面 [X,m]被 [φ] ∈ Mod(S)
固定，意味着 m ◦ φ−1 与 m 之间存在双全纯自同构。于是商点可能带有非平凡稳定子。当
g ≥ 2 时，紧致黎曼曲面的双全纯自同构群是有限群；在这一有限稳定子假设下，局部模型
才可形象地写成 U/Stab([X,m])。低亏格的自同构群行为不同，不能不加说明地把同一套
orbifold 叙述照搬过去。集合商仍然可以定义，但它不自动是没有奇点的复流形；本文只使
用这一逻辑边界，不在此声称已经构造出完整的 orbifold 结构。

定义 10.24（轨形（orbifold）） 轨形可以粗略理解为“局部看起来像开集除以有限群作用”
的空间：在一点附近，模型形如 U/G，其中 U 是开集、G 是有限群。若 G 在该点附近有非
平凡稳定子，商点就带有对称性留下的轨形结构；若所有局部稳定子都平凡，才退化为通常
的流形局部模型。本文只用这个局部图像解释为什么模空间可能不是普通复流形，不展开轨
形的完整定义。
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局部图 U

点 x̃ 与其轨道 G · x̃
局部商 U/G

商点 [x̃]

按 G 取商

StabG(x̃) = {1}
普通流形型局部点

StabG(x̃) 6= {1}
保留下来的局部对称性

同一个商点的局部类型由稳定子记录；图示只表达
“局部商 + 对称性”的逻辑，不给出完整轨形公理。

图 65. 稳定子与轨形局部模型：取商会把一个轨道压成一个点，但非平凡稳定子仍记录该点周围的对称
性。

例子 10.25（两个特殊复椭圆曲线的自同构） 在 Ei = C/(Z+ iZ) 上，乘法 z 7→ iz 保持格
Z+ iZ，因此给出非平凡的双全纯自同构。在六次对称的格参数

ρ = e2πi/3

对应的环面上，也有来自乘法 z 7→ ρz 的额外自同构。它们说明不同模空间点的稳定子可能
不同；这正是粗分类与细分类之间需要谨慎区分的具体来源。

说明 10.26（粗模空间、细模空间与紧化的关系） 本模块已经把三个概念分开定义：粗模空
间只保证点层面的同构分类和相应的因子化性质；细模空间还要求有普适族，并且所有测试
空间上的族都由唯一参数映射拉回；紧化则是在拓扑或复解析意义下补入表示退化行为的边
界。三者回答不同问题，不能合并成一个“更好的商”。

10.2 模函数和模空间不是同一个东西
对 H 上的离散群 Γ，满足

f(γ · τ) = f(τ) (γ ∈ Γ)

的函数 f 才能下降到商 H/Γ 上；这正是轨道商的下降判别在上半平面上的应用。只满足这条不
变性条件的函数先称为 Γ-不变函数。带有非零权的变换律则属于模形式，它们也不是权为零的
模函数；尖点、模函数和模形式的完整条件依次在下面固定。
为了让这段话中的高级词汇不悬空，先固定四个小定义。它们只负责说明对象的类型和局部

条件；关于基本区域、系数展开的存在性以及商空间的解析结构，仍需另外的定理。
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定义 10.27（上半平面上的离散 Möbius 群） 令 GH 为保持上半平面

H = {τ ∈ C : Im τ > 0}

的方向保持 Möbius 变换群。一个子群 Γ ≤ GH 称为离散 Möbius 群，是指在 Möbius 变换
群的通常拓扑中，对每个 γ ∈ Γ，都存在一个包含 γ 的开邻域 U，使

U ∩ Γ = {γ}.

也就是说，群元素在变换空间中不会在某个元素附近无限聚集。这里“离散”是群的拓扑性
质，不是说上半平面本身由孤立点组成；经典模群 PSL2(Z) 是其中的一个例子。

定义 10.28（抛物变换与抛物固定点） 把上半平面的边界写成

∂H = R̂ := R ∪ {∞}.

非恒等的 γ ∈ GH 若在 R̂ 上恰好有一个固定点，即存在唯一 r ∈ R̂ 满足 γ(r) = r，则称 γ

为抛物变换，而 r 称为它的抛物固定点。因此“抛物”描述的是一个变换的边界固定点结构；
它不是“轨道很大”或“函数在无穷远发散”的同义词。对离散群而言，抛物固定点的 Γ-轨
道才是尖点的来源。

定义 10.29（尖点） 先取经典模群 Γ = PSL2(Z)。把上半平面补上边界点 Q ∪ {∞}，并令
Γ 通过 Möbius 变换作用在这些边界点上。一个尖点是一个边界点轨道；经典模群只有一个
尖点轨道，可用 ∞ 代表。对一般离散子群，尖点仍由边界上的抛物固定点轨道产生，但轨
道数和稳定子宽度可能不同。

定义 10.30（尺度矩阵） 设 r 是 Γ 的一个尖点。满足

σ ∈ GH, σ(∞) = r

的 Möbius 变换称为 r 的尺度矩阵（scaling matrix）。它把标准尖点 ∞ 搬到 r，所以可以把
r 附近的问题拉回到无穷远处讨论；σ 一般不是 Γ 的元素，也不唯一。不同选择只会改变局
部坐标的允许归一化，不能把“选择尺度矩阵”误认为已经证明了商空间在尖点处的解析结
构。
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定义 10.31（尖点宽度） 令 T (τ) = τ +1，并令 r 是尖点、σ 是它的尺度矩阵。若存在最小
正整数 w 使

σTwσ−1 ∈ Γ,

则称这个 w 为 r 的尖点宽度。它记录稳定该尖点的最小平移长度；宽度为 1 时，标准局部
参数是 e2πiσ

−1τ，一般宽度 w 时则要除以 w。这里的最小性是相对于正整数平移次数而言，
不能只看某一个属于稳定子的平移。

定义 10.32（尖点局部参数） 沿经典模群的代表尖点 ∞，无穷远处的平移

T : τ 7−→ τ + 1

说明函数在 τ 方向上具有周期，因此使用

q = e2πiτ

把 τ → i∞ 改写成 q → 0。对代表尖点 r = σ(∞)，取一个尺度矩阵 σ（它未必属于该群本
身），相应的局部参数可取

qr = e2πiσ
−1τ .

在一般离散子群中，尖点的稳定子可能由 τ 7→ τ + w 生成，此时按 尖点宽度归一化，使用
qr = e2πiσ

−1τ/w。于是“在尖点处全纯”或“亚纯”分别意味着关于 qr 的 Laurent 展开没有
负幂，或只有有限个负幂。这个定义把尖点条件从“趋向无穷远”翻译成普通局部复分析。

定义 10.33（尖点的 q-展开） 设函数在某个尖点坐标中满足周期关系 F (τ +w) = F (τ)。令

q = e2πiτ/w.

若它在 q = 0 的邻域能写成
F (τ) =

∑
n∈Z

anq
n,

则称这个 Laurent 级数为 F 在该尖点的q-展开，也常被称为该周期函数的 Fourier–Laurent
展开。没有额外的全纯性、亚纯性或收敛定理时，不能仅凭周期关系断言这样的展开存在；
在模函数定义中，q-展开的负幂是否有限正是检查尖点处亚纯性的局部工具。
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定义 10.34（模函数） 先看最经典的情形 Γ = PSL2(Z)。一个权为 0 的模函数是上半平面
H 上的亚纯函数 f，满足

f(γ · τ) = f(τ) (γ ∈ Γ, τ ∈ H),

并且在尖点处满足亚纯延拓条件。对无穷远尖点，这可以用局部参数

q = e2πiτ

来表达：当 q → 0 时，f 允许有一个只含有限个负次幂的 Laurent 展开，即一个亚纯的q-展
开。经典模群的其他尖点由 Q ∪ {∞} 的轨道给出，需在每个尖点使用相应的局部参数检查
同样的条件。

正式命题 10.35（模不变函数的下降与唯一性） 设 Γ 作用在集合 Y 上，记

πΓ : Y −→ Y /Γ, y 7−→ [y]

为轨道商映射。若 f : Y → Z 满足

f(γ · y) = f(y) (γ ∈ Γ, y ∈ Y ),

则存在唯一映射
f : Y /Γ −→ Z

使得
f = f ◦ πΓ, f([y]) = f(y).

应用于 Y = H、Z = C 时，Γ-不变函数先得到集合商上的函数；只有当商 Y /Γ 已经赋予拓
扑、复结构或轨形结构，并且证明相应下降性质后，才能进一步谈连续、全纯或亚纯的商空
间函数。

证明. 定义 f([y]) := f(y)。若 [y] = [y′]，则存在 γ ∈ Γ 使 y′ = γ · y，所以

f(y′) = f(γ · y) = f(y).

因此 f 不依赖轨道代表元，定义良好；并且 f(πΓ(y)) = f(y)，故 f = f ◦ πΓ。若 g : Y /Γ→ Z

也满足 f = g ◦πΓ，则对每个轨道点 [y] 都有 g([y]) = g(πΓ(y)) = f(y) = f([y])，所以 g = f。

说明 10.36（一般离散群是模函数定义的扩展层） 更一般地，可以把 Γ 换成作用在 H 上的
离散 Möbius 变换群；“离散”表示群元素在变换空间中不会无限聚集，“尖点”则由边界上
的抛物固定点轨道产生。这些词属于更高一级的 Fuchsian 群语言。入门阶段先掌握三件事
即可：先在 H 上定义函数，再要求群作用不变，最后在尖点补上亚纯性。若只要求不变性而
不检查尖点，得到的只是 Γ-不变函数，不能自动称为模函数。
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Re τ

Im τ
一个基本区域的示意

− 1
2

1
2

|τ | = 1

图 66. 经典模群作用的基本区域示意：水平平移和倒数变换把许多参数识别起来。图中区域边界的严格
配对及商空间结构需要另行证明。

定义 10.37（模变换权） 设 γ =

a b

c d

 代表一个 Möbius 变换。整数 k 称为变换律的权，

是指函数在换基时出现因子

j(γ, τ)k = (cτ + d)k, F (γ · τ) = j(γ, τ)kF (τ).

若 Γ 写成 PSL2 而矩阵代表允许同时换成 −
a b

c d

，则还必须要求变换律不依赖代表的
选择；在没有引入 multiplier system 的本导论中，这通常意味着只取偶数权。权只规定变换
因子的幂次，不单独保证 F 全纯、在尖点良好或确实是模形式；这些还要另加定义中的解
析条件。权 0 时因子为 1，变换律退化为群不变性。

定义 10.38（模形式的最小区分） 设 Γ 中的元素由矩阵
a b

c d

 表示。一个权为 k 的模形

式通常是上半平面上的全纯函数 F，满足

F

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)kF (τ),

并在尖点处满足相应的全纯延拓条件。权 0 时变换因子消失，权 0 且在尖点全纯的模形式
只是模函数中的一个受限子类；一般模函数允许在尖点有极点，而模形式通常不允许这种极
点。模形式还包括非零权，并且其变换律记录了微分形式或线丛截面在换坐标时的因子。这
里的定义只用于辨认术语；具体权、尖点和q-展开的理论不在本导论中证明。

亏格一的模型中，
Eτ = C/(Z+ τZ)

在改变整数基底时发生
τ 7−→ aτ + b

cτ + d
.
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经典 j-不变量满足
j

(
aτ + b

cτ + d

)
= j(τ),

它是模群作用下的不变量；至于它何时足以分类复椭圆曲线，后面的分类定理只陈述标准结论，
本文不在此处证明。

定义 10.39（经典 j-不变量） 令 q = e2πiτ。经典 j-不变量是 PSL2(Z) 上的模函数，其无穷
远处q-展开以

j(τ) = q−1 + 744 + 196884q + · · ·

开头。它是模群作用下的无标记不变量，而不是参数 τ 本身。

说明 10.40（椭圆曲线同构与复环面双全纯同构） 这里有两个常被压缩成同一句话的分类问
题。带原点的复椭圆曲线同构通常要求同构 F : Eτ → Eτ ′ 满足 F (0) = 0；不带原点的复环
面双全纯同构只要求存在双全纯映射。若 F 是后者，先平移目标环面把 F (0) 移到 0，就得
到一个保持原点的双全纯同构。因此在复数域上，二者的同构类最终由同一个 j-分类定理描
述，但“是否保留原点”会影响同态、群结构和自同构的具体表述。

正式定理 10.41（复椭圆曲线的 j-分类） 对 τ, τ ′ ∈ H，复环面 Eτ 与 Eτ ′ 双全纯同构，当
且仅当

j(τ) = j(τ ′).

这是一个分类定理；它不意味着 j 能在高亏格情形自动替代周期映射或模空间。

10.3 学习单元：定义、证明、推论与练习
定义回收。 T (S) 保留参考曲面到曲面的标记，Mod(S) 改变这个标记，Mset(S) 则先在集合意
义下忘掉标记；只有在额外构造了拓扑或复结构后，才把该实现记作M(S)。模函数首先是满足
f(γτ) = f(τ) 的群不变函数，然后才在已构造的商空间上解释为下降函数。
本单元所需的“映射类群作用良定义”已经在 前面的命题中完整证明：那里同时检查了代

表替换、单位元和复合次序。本处不再重复同一个命题，而只把它作为后续练习的接口；这样
“术语导航”始终指向本模块中第一次出现且最完整的严格证明。

推论。 固定一个无标记黎曼曲面 X，它的不同标记组成 T (S) 中的一个 Mod(S)-轨道。于是

T (S)/Mod(S)

表达“先保留标记分类，再忘掉标记”的逻辑，但它是否自动成为理想的模空间仍需研究稳定子
和解析结构。

具象化说明。 同一座城市可以用不同地图标记：一张地图标出南北方向，另一张地图先旋转再
标记。Teichmüller 空间保存地图与城市的对应，映射类群改变地图，模空间只保留城市本身。
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练习。

M7.1. 写出 [φ]−1 · [X,m] 的公式，并验证它与上面的作用相容。

M7.2. 说明一个群不变函数为什么能下降到轨道商上。

M7.3. 对 Eτ 解释 τ 与 τ + 1 为什么可能给出同一个无标记复环面。

M7.4. 比较 j(τ)、T (S) 和M(S) 的对象类型：函数、空间还是商分类。

M7.5. 用格 Z+ τZ 的两个基向量，逐步解释 τ 7→ −1/τ 为什么对应交换两个基本方向。

M7.6. 判断 Ei 上的 z 7→ iz 是否是非平凡自同构，并说明它为什么会影响商空间的局部结构。

M7.7. 解释“T (S) 作为集合已定义”和“T (S) 是复维数 3g− 3 的复流形”之间差了哪一个类型
的数学工作。

答案提示与自检
M7.1 [φ]−1 · [X,m] = [X,m◦φ]，直接代入作用定义即可。M7.2若 f(γτ) = f(τ)，则 f̄([τ ]) = f(τ)

与代表元选择无关；解析下降还需要商空间结构。M7.3 τ 与 τ + 1 生成同一个格，所以给出同一个
无标记复环面。M7.4 j 是函数，T (S) 是保留标记的参数空间，M(S) 是取商后的分类对象。M7.5 交
换格基并重新归一化得到分式线性变换；必须使用本文固定的矩阵约定，不能混用两种写法。M7.6
z 7→ iz 保持 Z+ iZ，所以给出非平凡自同构，并产生非平凡稳定子。M7.7 前者只需构造集合，后者
还要构造拓扑/复结构、坐标、过渡和相应的良定义性定理。

说明 10.42（严格边界） j 是一个函数；H/PSL2(Z) 是一个商参数空间；T (S) 是保留标记
的高亏格参数空间；M(S) 是忘掉标记后的模问题。它们有关联，但不能互相代替。

10.4 本模块的交接
本模块交出

标记 −→ T (S) −→ T (S)/Mod(S) −→M(S),

其中前两步是“保留标记再按映射类群取轨道”，最后一步才是忘掉标记后的模分类。并交出“模
函数是商上的不变量”这一低亏格模型；模函数的正式定义已在本模块后文给出。下一模块说明
对象不是孤立地分类，而是如何组成解析族和普适族，解析族将在下一模块正式定义。
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11 模块八：解析族、模函子和普适性

本模块导航

进入前 先掌握函数复合、复流形/黎曼曲面、模空间和商的基本区别。

本模块产出 会区分基、总空间、纤维、截面、拉回族、族同构、模函子和普适性。

出口检查 能沿着一个显式映射写出拉回族的纤维，并说明“存在一个模空间”与“某
个函子可表示”不是同一句话。

阅读层次。 本模块先只要求掌握

π : X → B, Xb = π−1(b),

以及平凡族、截面和拉回族；范畴、群胚、模函子和可表示性属于高级形式化预览。它们解释“为
什么模空间要分类族”，但不是进入 T (S) 的定义门槛。

11.1 总空间、基和纤维

定义 11.1（复流形） 复维数为 n 的复流形是一个 Hausdorff、第二可数的拓扑空间，带有
坐标图 (Ui, ϕi)，其中

ϕi : Ui −→ ϕi(Ui) ⊆ Cn

是同胚，且所有重叠坐标的过渡映射都是 Cn 上的全纯映射。复维数 1 的复流形正是黎曼曲
面。复流形的定义只规定局部复坐标如何相容，不自动指定度量、距离或全局参数。

定义 11.2（复子流形） 设 X 是复维数 n 的复流形，Z ⊆ X。若对每个 z ∈ Z，都存在一个
复坐标图

ϕ : U −→ V ⊆ Cn, z ∈ U,

以及坐标重排，使得
ϕ(U ∩ Z) = V ∩ (Ck × {0}n−k)

对某个固定的 k 成立，则称 Z 是 X 的复维数 k 的复子流形。它带有由这些坐标限制得到
的复结构；当 k = 1 时，它是一个黎曼曲面。这个定义是局部坐标条件，不是说任意子集都
自动继承复流形结构。

定义 11.3（复流形间的全纯映射（黎曼曲面的推广）） 若 X,Y 是复流形，且对每个 p ∈ X
都存在局部坐标，使 F 在该坐标邻域中的表达式为 Cn → Cm 的全纯函数，则称 F : X → Y

为全纯映射。同样，全纯性首先给出正向的复解析结构保持及连续性，而不自动给出全局单
射或满射。当复维数均为 1 时，这就是前面黎曼曲面之间的全纯映射；当 F 是双射且 F−1

也全纯时，称 F 为双全纯映射。这是复解析类别中的“同构”，不能只由集合双射或连续双
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射推出。

定义 11.4（复次浸没） 设 F : X → Y 是复流形之间的全纯映射。它在 p ∈ X 处的微分是
复线性映射

dFp : TpX −→ TF (p)Y.

若
rankC dFp = dimC Y,

则称 F 在 p 处为复次浸没；若每一点都满足，则称 F 是复次浸没。它表达的是局部没有丢
失任何输出方向，要求 dimCX ≥ dimC Y。复次浸没是微分的满射条件，不等于全局双射，
也不单独保证族全纯局部平凡。

定义 11.5（基、总空间与纤维） 设 π : X → B 是一个映射。集合 B 称为基（base），X 称
为总空间（total space），而对每个 b ∈ B，定义

Xb := π−1({b}) = {x ∈ X : π(x) = b}

为 b 处的纤维（fiber）。因此纤维是总空间的子集，不是一个从 B 到 X 的逆映射；符号
π−1({b}) 在这里仍然表示集合原像。
若 π 满射，则总空间可以写成不相交的纤维并集

X =
∐
b∈B
Xb.

若不满射，则只有 π(X ) 中的参数有非空纤维。最基本的例子是投影

pr1 : B × F → B, qquad(b, x) 7−→ b,

此时 (B × F )b = {b} × F，它通过 x 7→ (b, x) 与 F 自然同构。若 B = pt 是一点，族退化成
一个对象；若 B 有许多点，才真正出现“对象随参数变化”的问题。
阅读一个族时，先按类型检查四个位置：B 是参数放在哪里，X 是所有参数下的对象合

在一起，π 说明一个总空间点属于哪个参数，Xb 才是该参数对应的单个对象。不要把 X、B
和 Xb 当成同一种空间。

正式定理 11.6（全纯次浸没的纤维定理） 设 π : X → B 是复流形之间的全纯映射，并且在
x ∈ X 处为次浸没，即

rankC dπx = dimCB.

若 b = π(x)，则纤维 Xb = π−1(b) 在 x 的附近是一个复子流形，复维数为

dimCX − dimCB.

262



走向可变黎曼曲面 模块八：解析族、模函子和普适性

特别地，当总空间比基空间多一个复维度时，正则纤维是黎曼曲面。这个结论来自复数版本
的隐函数定理；“纤维是复流形”不是由集合原像符号自动推出的。

例子 11.7（一个会产生奇异纤维的族） 考虑复曲面

X = {(x, y, t) ∈ C3 : xy = t}, π : X → C, (x, y, t) 7−→ t.

当 t 6= 0 时，纤维 Xt = {xy = t} 是光滑的复曲线；当 t = 0 时，纤维变成两条坐标轴
{x = 0} ∪ {y = 0}，在原点相交，因此不是光滑黎曼曲面。这里总空间方程在原点也显示出
参数方向的秩下降。这个例子说明“每个参数都有一个原像”远远不够：要得到无奇异纤维
族，还必须检查次浸没条件。

定义 11.8（proper（适当）映射） 设 p : E → B 是拓扑空间之间的连续映射。称 p 是proper
映射（中文常译为适当映射），如果对 B 中的每个紧集 K ⊆ B，原像

p−1(K) = {e ∈ E : p(e) ∈ K}

都是 E 中的紧集。这里紧集是“任意开覆盖都能抽出有限子覆盖”的集合；因此 proper 不
是“公式看起来规整”，也不是“映射一定满射”，而是一个控制无穷远行为的整体条件。
三个最小读法是：映射 E → pt proper 当且仅当 E 紧；若 B 中的单点 {b} 是紧的，则

proper 映射的纤维 p−1(b) 紧；在复流形之间，若 p 还是全纯映射，就称为 proper 全纯映
射。于是“proper 族”表达的是：参数在一个紧范围内变化时，整个总空间中对应的部分不
会突然从所有紧范围中逃走。后文所用的“proper holomorphic submersion”就是同时满足
适当性、全纯性和满秩微分条件的映射。

例子 11.9（三个映射的 proper 性） 常值映射 [0, 1]→ pt 是 proper，因为 [0, 1] 紧；常值映
射 R→ pt 不是 proper，因为 R 不紧。投影

pr1 : B × F → B

在通常的 Hausdorff 局部紧空间情形下，当 F 紧时是 proper；这正是平凡紧致族的最简单
模型。这个例子说明 proper 讨论的不是某一个点的局部公式，而是所有紧参数区域的整体
原像。

定义 11.10（弱族） 一个弱族只是一个映射

π : X → B,

其中 B 是参数空间，X 是总空间，Xb 是参数 b 的纤维。若希望每个参数都确实对应一个对
象，另加满射条件；不加时允许某些参数具有空纤维。弱族只表达“这些对象被放在一个映
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射下”；它不自动带有拓扑、复结构、局部平凡性或普适性。

定义 11.11（解析族） 若 B,X 是复流形，π : X → B 是全纯映射，且每个纤维 Xb 作为 X
的复子空间是复维数 1 的复子流形（黎曼曲面），则称 π 为 解析族。若还要求纤维连通、紧
致，应把“连通紧致解析族”作为额外条件明确写出。逐个纤维是黎曼曲面只说明每个切片
的类型，不说明参数方向上的变化规律。

定义 11.12（光滑紧致解析族） 若解析族 π : X → B 进一步满足

rankC dπx = dimCB 对所有x ∈ X ,

且 π 是proper，则称为光滑紧致解析族 （也称 proper holomorphic submersion 族）。复次
浸没排除临界点，proper 控制无穷远，二者共同给出无奇异紧致纤维的标准工作环境；它们
仍不自动推出全纯局部平凡性或普适性。

说明 11.13（族的三层强度） “族”按强度可读成

弱族 ⊂解析族 ⊂光滑紧致解析族,

但这里的包含表示条件逐层增加，不是说所有弱族都能自然升级。若 π 不是复次浸没，可能
出现临界点和奇异纤维；若只有逐纤维描述，也不能自动推出参数变化的光滑性、局部平凡
性或普适性。本文在没有明确声明时，不把“族”自动解释为普适族。

正式定理 11.14（Ehresmann 局部平凡性定理） 设 p : E → B 是光滑流形之间的 proper 光
滑次浸没。则对每个 b ∈ B，存在 b 的一个开邻域 U ⊆ B 和一个光滑微分同胚

Φ : p−1(U) −→ U × p−1(b)

使得
pr1 ◦Φ = p.

也就是说，proper 与次浸没共同保证族在光滑意义下局部看起来像乘积。若 p 同时是全纯
映射，这个定理仍只自动给出光滑局部平凡性；不能把 Φ 直接升级为双全纯映射。全纯局部
平凡性是更强的额外问题。

说明 11.15（把“族”分成三个阅读强度） 为了不把不同假设混在一起，可以把族按强度分
三层阅读。弱层只要求有一个投影 π : X → B，并把 Xb = π−1(b) 当作集合；标准层要求
B,X 带有拓扑或光滑/复结构，并要求 π 在相应类别中有规律；强层再加入 proper、浸没、
紧致纤维、局部平凡性或普适性等条件。例如 B = pt 时，族只是一个单独对象；B = [0, 1]

时，可以把它想成一条连续变化的实验；B = D 时，若所有结构都全纯，才进入解析参数的
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语言。读者每次看到“族”都应先问：本文现在使用的是哪一层？

需要区分两个层次：说“每个纤维 Xb 是黎曼曲面”，只说明逐点看过去没有把纤维当成任意
集合；它本身不保证参数变化是光滑的，也不保证局部平凡。若 π : X → B 是 proper holomorphic
submersion，则可以把 Ehresmann 局部平凡性定理应用到其底层光滑映射，在适当条件下附近
纤维可以被统一地看作同一光滑拓扑曲面的变形。本文只有在明确写出这些假设时，才使用相应
的局部平凡性结论。

说明 11.16（局部平凡性的三种强度） “局部平凡”必须说明在哪个类别中平凡：拓扑局部
平凡只要求局部同胚于 U ×F，光滑局部平凡要求这个同胚光滑，全纯局部平凡则要求双全
纯

π−1(U) ∼= U × F

并保持投影。proper holomorphic submersion在适当的定理下可推出拓扑或光滑层面的局部
平凡性，但不能仅凭这几个词就断言全纯乘积结构。

定义 11.17（全纯自同构群） 设 F 是复流形。它的全纯自同构群定义为

Authol(F ) := {g : F → F : g 为双全纯映射},

群运算是映射复合，单位元是 idF，逆元是双全纯逆映射。它记录的是同一个复几何对象的
内部对称，而不是把两个不同参数的纤维互相比较的族同构；后者还必须满足保持基空间的
条件。

定义 11.18（平凡族与局部平凡族） 给定一个复流形 F 和参数空间 B，投影

pr1 : B × F −→ B, (b, x) 7−→ b

称为平凡族；它的每个纤维都直接是 F。一般的族 π : X → B 称为局部平凡的，是指存在
B 的开覆盖 {Ui}，以及保持基点不变的双全纯映射

Φi : π
−1(Ui) −→ Ui × F, pr1 ◦Φi = π.

在交集 Ui ∩ Uj 上，两种坐标可能不同；它们的差别写成

ΦjΦ
−1
i (b, x) = (b, gji(b)(x)), gji(b) ∈ Authol(F ).

这里 Authol(F ) 表示 F 到自身的所有双全纯映射组成的群；因此 gji(b) 是在同一个纤维模
型上重新换坐标。这些过渡变换必须满足

gii = id, gki = gkjgji 在Ui ∩ Uj ∩ Uk 上成立.
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后一条称为三重交上的粘合条件。它告诉我们：族不仅由每个纤维的同构类型决定，还包含
纤维之间如何随参数粘合的资料。一般解析族不应在没有额外定理的情况下自动假定为全局
平凡或全局局部平凡。

定义 11.19（族的截面） 族 π : X → B 的一个截面是一个映射

s : B −→ X , π ◦ s = idB .

如果 s 是全纯映射，就称为全纯截面。截面在每个参数 b 选出纤维 Xb 中的一个点 s(b)；因
此它不是选择一个固定纤维，而是随参数连续（或全纯）地作选择。对于复环面族，截面
s(b) = [(0, b)] 是最基本的零点截面；括号表示商空间中的等价类。

说明 11.20（截面不是标记或平凡化） 截面只是在每个纤维中选一个点；它不选择整个纤维
与参考曲面的同胚，也不自动给出 X ∼= B × F 的平凡化。对带原点的椭圆曲线族，零点截
面使每个纤维有一个首点，但它仍然不等于一组全局同调基，更不等于 Teichmüller 意义下
的全局标记。

说明 11.21（同一纤维类型不等于同一个族） 逐点知道“每个 Xb 都与某个 F 双全纯”只
说明每个纤维的分类结果；它没有说明在 Ui ∩ Uj 上的过渡变换 gji 如何变化。族的总空间、
过渡变换和截面属于额外的全局资料。因而“分类每个纤维”和“分类所有族”是两个不同
的问题：前者可由点集商描述，后者必须允许拉回并记录粘合。

定义 11.22（族同构） 同一基空间 B 上的两个解析族 π : X → B 和 ρ : Y → B 的族同构，
是一个全纯双全纯映射

F : X −→ Y

满足
ρ ◦ F = π.

因此 F 把每个纤维 Xb 双全纯地送到同一个参数 b 的纤维 Yb，而不会把不同参数的纤维混
在一起。这个条件是“在基 B 上”的核心类型检查。
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定义 11.23（群胚） 一个群胚 G 是以下资料：对象类 Ob(G)；对任意对象 A,B 的态射集
合 HomG(A,B)；每个对象的恒等态射 idA；以及满足结合律的态射复合。若 u : A → B、
v : B → C、w : C → D，还要求

u ◦ idA = u = idB ◦u, w ◦ (v ◦ u) = (w ◦ v) ◦ u.

对每个态射 f : A→ B，还要求存在态射 f−1 : B → A，使

f−1 ◦ f = idA, f ◦ f−1 = idB .

因此群胚中的每一条箭头都是可逆的；特别地，每个对象的自同构集合

AutG(A) := HomG(A,A)

在复合下构成一个群。这里的“可逆”是态射意义下的可逆，不是说对象本身是数或集合。

说明 11.24（族同构群胚） 把同一基 B 上的族作为对象、族同构作为态射，得到一个族同
构群胚：族同构可以逐点取逆，所以满足上面群胚的可逆性条件。若只取族的同构类，就只
得到一个集合；而群胚还保留每个族的自同构群以及族之间的全部可逆同构。这正是粗模分
类可能丢失的对称性信息。

定义 11.25（局部系统）设 B是路径连通空间。一个群的局部系统可以理解为一族群 {Ab}b∈B，
使得在每个足够小的开集 U ⊆ B 上，所有 Ab 都能通过彼此相容的同构识别为同一个群；不
同开集上的识别在交集上允许相差一个固定的群同构。它表达的是“局部可以统一编号，但
沿整个空间走一圈后编号可能改变”。

更形式地说，局部系统给出一组局部平凡化和它们在交集上的过渡同构；这些过渡同构满足
三重交上的 cocycle 条件。本文把上面的群值版本作为入门定义；把群换成环、模、向量空间或
阿贝尔群，得到相应类型的局部系统。
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定义 11.26（monodromy（单值运输表示））在一个具有拓扑局部平凡性的曲面族 π : X → B

中，纤维同调群 Ab = H1(Xb,Z) 是这样的局部系统。先固定基点 b0，再为每条从 b0 到 b 的
路径选择局部平凡化所给出的运输；改变运输路径一般会改变结果。沿以 b0 为起点和终点
的闭路运输后，得到 H1(Xb0 ,Z) 的自同构。闭路按同伦类取商后给出表示

ρ : π1(B, b0) −→ Aut
(
H1(Xb0 ,Z)

)
,

其中 Aut(A) 表示群 A 到自身的所有群同构组成的群；上式称为 monodromy。改变基点或
初始纤维基，会使 ρ 按共轭改变；因此无基点的 monodromy 通常只确定到共轭类。若运输
保持交叉配对，在选定辛基后，像落在 Sp2g(Z) 中；只有 monodromy 平凡时，才可能在整
个基空间上选出与运输相容的全局同调基。这里“局部系统”和“monodromy”是结构定义；
由具体解析族确实产生这种运输，则需要相应的局部平凡性定理。

说明 11.27（monodromy 的两个层次：映射类群与同调） 对一个拓扑局部平凡的定向曲面
族，沿基空间中的闭路运输一个纤维，得到的是一个纤维自同胚；改变局部平凡化后，这个
自同胚只在同位意义下确定。因此在固定参考曲面 S 后，首先得到映射类群层面的表示

ρtop : π1(B, b0) −→ Mod(S).

再让映射类群作用在第一同调上，得到

ρ1 : π1(B, b0)
ρtop−−−→ Mod(S) −→ Aut

(
H1(S,Z)

)
.

本文前一个定义中写出的 ρ : π1(B, b0) → Aut(H1(Xb0 ,Z)) 就是这个第二层的同调 mon-
odromy；它不是整个映射类群 monodromy 本身。定义

I(S) := ker(Mod(S) −→ Aut(H1(S,Z))) ,

则 I(S) 是在整数同调上作用平凡的映射类群子群，常称为 Torelli 子群。落在 I(S) 中的非
平凡映射类，可能被周期矩阵或同调局部系统完全看不见。于是必须区分：

纤维的拓扑运输 ⊇ 同调运输 ⊇ 周期矩阵的变换.

这正是“周期数据很重要，但不自动等于整个映射类群或整个族”的原因。
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基空间闭路
[γ] ∈ π1(B, b0)

纤维的拓扑运输
ρtop([γ]) ∈

Mod(S)

同调运输
ρ1([γ]) ∈
Sp2g(Z)

周期坐标变化
Ω 7→ (AΩ +

B)(CΩ +D)−1

每一步都丢弃一部分信息：同调运输是映射类
群运输的像，周期矩阵又依赖同调基与归一化。

图 67. 族的 monodromy 层级：从基空间闭路到拓扑、同调和周期数据。

例子 11.28（一个显式的非平凡 monodromy 族） 令

T 2 = R2/Z2, A =

1 1

0 1

 ∈ SL2(Z),

并令 A 通过线性变换作用在 T 2 上。把

MA = (T 2 × [0, 1])/
(
(x, 1) ∼ (Ax, 0)

)
投影到

S1 = [0, 1]/(0 ∼ 1).

在每个小弧段上，MA 看起来像小弧段与 T 2 的乘积，所以它是一个拓扑局部平凡的环面族；
绕 S1 一周后，纤维中的同调基按矩阵 A 变换（若采用相反的运输方向，则写成 A−1，这是
约定差异）。这个例子故意只停留在拓扑层：它说明“每个纤维都同构”仍可能有非平凡的全
局粘合，也说明 monodromy 是闭路运输产生的整体信息，而不是某个纤维单独携带的性质。

一个具体模型是

E = (C× H)/ ∼, (z, τ) ∼ (z +m+ nτ, τ), m, n ∈ Z,

并由
[(z, τ)] 7−→ τ

投影到 H。纤维正是 Eτ。商空间具有复流形结构，且投影是适当的全纯次浸映，这些都是需要
证明的定理，并不是由等价关系的写法自动得到的。这里得到的是一个带参数化（带标记）的复
环面族；它也不自动成为无标记模空间上的普适族。

Xb

参数 b 的纤维
Xc

参数 c 的纤维
Xd

参数 d 的纤维

B：参数空间中的 b, c, d

π π π

X：所有纤维合在一起

图 68. 解析族的读法：总空间 X 由许多纤维组成，投影 π 把每个点送回它的参数。
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11.2 拉回族
给定 h : C → B，拉回族 h∗X → C 的点可理解为一对

(c, x), h(c) = π(x).

它把原族沿 h 重新参数化。拉回是普适性陈述中不可缺少的操作：如果一个族真由参数空间 M

表示，它应当由 B →M 的拉回得到。

定义 11.29（拉回族） 给定连续或全纯映射 h : C → B，定义纤维积

h∗X = C ×B X = {(c, x) ∈ C ×X : h(c) = π(x)}.

投影 (c, x) 7→ c 给出拉回族 h∗X → C，其 c 处的纤维自然同构于原族的 h(c) 处纤维。作
为集合，这个定义总是有意义。一般的光滑或全纯映射之间取纤维积时，若两张映射都可能
有临界点，需要检查横截性或局部坐标条件，才能保证纤维积仍是预期维数的流形。本文的
标准情形不同：若 π : X → B 是全纯次浸映（特别是解析族定义中的 proper holomorphic
submersion），且 h : C → B 是任意全纯映射，则局部次浸坐标直接给出 C ×B X 的自然复
流形结构，投影到 C 仍是全纯次浸映；若 π proper，拉回投影也保持 proper。这说明模函
子中的拉回是可用的，但这个结论来自次浸映定理，而不是集合公式本身。

正式命题 11.30（拉回纤维的显式识别） 设 h : C → B、π : X → B 如上，并令 pC : h∗X =

C ×B X → C 为拉回投影。对每个 c ∈ C，定义

ιc : Xh(c) −→ (h∗X )c, x 7−→ (c, x).

则 ιc 是双射，其逆映射由 (c, x) 7→ x 给出。若纤维积和原族带有相应的拓扑、光滑或复结
构，并且这些结构使两个投影属于同一类别，则 ιc 在该类别中分别是同胚、微分同胚或双全
纯映射。因此严格地说，

(h∗X )c ∼= Xh(c),

而不是把两个纤维未经说明地当成同一个集合；同构的具体选择正是 x 7→ (c, x)。

证明. 若 x ∈ Xh(c)，则 π(x) = h(c)，所以 (c, x) 满足纤维积的定义，确实属于 (h∗X )c。反过来，
若 (c′, x) ∈ (h∗X )c，则 c′ = c 且 π(x) = h(c)，故 x ∈ Xh(c)。这两个构造互相抵消，从而得到双
射。连续性、光滑性或全纯性只需把同一个坐标公式 x 7→ (c, x) 与投影限制到纤维上检查；逆映
射就是第二投影的限制。

定义 11.31（纤维积的泛性质） 记 pC(c, x) = c 和 pX (c, x) = x。称下面的方块为纤维积方
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块：
C ×B X

pX−−−→ XypC yπ
C

h−−→ B.

它满足 πpX = hpC，并且对于任意空间 Z 以及映射 q : Z → C、f : Z → X（满足 hq = πf），
存在唯一映射

u : Z −→ C ×B X , u(z) = (q(z), f(z)),

使 pCu = q 且 pXu = f。这条“存在且唯一”就是拉回的泛性质；它比单纯写出一个集合更
能说明拉回为什么是正确的构造。

正式命题 11.32（纤维积泛性质的证明） 上述 u 确实存在且唯一。存在性来自 h(q(z)) =

π(f(z))，因此 (q(z), f(z)) 属于 C ×B X；代入定义立即得到 pCu = q 和 pXu = f。若
u′ 也满足这两个等式，则对每个 z，其第一坐标必须是 q(z)，第二坐标必须是 f(z)，所以
u′(z) = u(z)。

h∗X =

C ×B X
X

C B

pX

pC π

h

左上角同时记录“新参数”和“原族中的点”

图 69. 拉回方块：沿 h : C → B 把原族重新放到 C 上。两条路径都把点送到同一个 B 中的参数。

例子 11.33（复环面族的具体拉回） 对前面的族

E = (C× H)/ ∼−→ H, (z, τ) ∼ (z +m+ nτ, τ),

给定全纯映射 h : C → H，拉回族可以写成

h∗E ∼=
(
C× C

)
/ ∼h, (z, c) ∼h (z +m+ nh(c), c), m, n ∈ Z,

并投影到 c。因此
(h∗E)c ∼= C/(Z+ h(c)Z) = Eh(c).

这个计算把“沿参数映射改变族”从抽象的纤维积公式变成了一个可以直接写出的等价关系。

正式命题 11.34（拉回的复合规律） 设 k : D → C 和 h : C → B。在自然同构意义下，

k∗(h∗X ) ∼= (h ◦ k)∗X .
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也就是说，先沿 h 拉回、再沿 k 拉回，与直接沿复合映射 h ◦ k 拉回，得到同一个族。

拉回复合规律的证明. 左边的点可写成 (d, (c, x))，其中 k(d) = c 且 h(c) = π(x)。消去中间变量
c = k(d) 后，它与右边的点 (d, x) 一一对应，并且两个投影都保持不变。因而所得双射与投影相
容；在已有复流形结构的假设下，它由局部坐标中的恒等配对给出全纯同构。

定义 11.35（范畴） 一个范畴 C 由以下资料组成：

(a) 一个对象类 Ob(C)；

(b) 对任意对象 A,B，一个态射集合 HomC(A,B)，其元素记作 f : A→ B；

(c) 每个对象 A 的恒等态射 idA : A→ A；

(d) 对任意 f : A→ B、g : B → C 的复合 g ◦ f : A→ C；

并满足
idB ◦f = f = f ◦ idA, h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f.

这里的“对象”不一定是集合，“态射”也不一定是普通函数；范畴的关键是它明确规定了哪
些箭头允许存在、哪些箭头可以复合。

定义 11.36（函子） 若 C,D 是范畴，一个函子 F : C → D 是把对象 A 送到 F (A)，把态射
f : A→ B 送到 F (f) : F (A)→ F (B) 的规则，并满足

F (idA) = idF (A), F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f).

若复合次序反向，即 F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g)，则称 F 为逆变函子；这正是“沿 h : C → B

拉回族，方向从 B 变成 C”时出现的情形。

定义 11.37（自然变换） 设 F,G : C → D 是两个函子。一个自然变换 η : F ⇒ G 是一族态
射

ηA : F (A) −→ G(A) (A ∈ Ob(C)),

使得对每个 f : A→ B，下图交换，等价地

G(f) ◦ ηA = ηB ◦ F (f).

若每个 ηA 都是同构，则称 η 为自然同构。直观上，自然性表示“先沿 f 变换再比较”和
“先比较再沿 f 变换”给出同一个结果；它不是额外的装饰，而是把“对所有参数同时相容”
写成的逐箭头条件。
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F (A) F (B)

G(A) G(B)

F (f)

G(f)

ηA ηB

自然变换 η : F ⇒ G 的交换方块

ηB ◦ F (f) = G(f) ◦ ηA：沿上
后右与沿左后下得到同一箭头。

图 70. 自然变换的核心图形：每个对象有一个分量 ηA，而且这些分量必须与范畴中的每条态射同时相容。

例子 11.38（协变函子与逆变模函子的方向对照） 令 Top 是拓扑空间与连续映射组成的范
畴。底层集合函子

U : Top −→ Set, X 7−→ U(X), (f : X → Y ) 7−→ U(f) : U(X)→ U(Y )

沿着原方向发送映射，并满足

U(idX) = idU(X), U(g ◦ f) = U(g) ◦ U(f).

所以它是协变函子。相反，固定亏格的模函子把 h : C → B 送成拉回

Fg(h) : Fg(B) −→ Fg(C),

方向从 B 反向到 C，并满足

Fg(idB) = idFg(B), Fg(h ◦ k) ∼= Fg(k) ◦ Fg(h).

这里的“反向”不是把原映射 h 的箭头画错，而是说明模函子对参数空间采用拉回操作；它
因此是逆变函子。这个例子只用于固定方向读法，不声称所有模问题都由集合值函子完整表
示。

定义 11.39（测试空间） 测试空间是被允许用来作参数空间的空间，例如复流形 B。把它列
入测试对象，意味着我们不只问“一个对象是什么”，还问“它能否在这个参数空间上形成
一个族”。
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定义 11.40（测试空间上的自然规则） 若每个测试空间 B 都有一个对象集合 F(B)，并且
每个允许映射 h : C → B 都给出拉回映射 F(B)→ F(C)，且恒等映射和复合映射的作用相
容，则称这种对应是测试空间上的自然规则。由于 h 把 B 上的族拉回到 C 上，方向反过来，
故它满足

F(idB) = idF(B), F(h ◦ k) = F(k) ◦ F(h).

不同自然规则之间若与所有 h 的拉回交换，才构成自然变换；自然同构则要求每个 B 上的
对应都是同构。

定义 11.41（模函子） 模函子把每个测试空间 B 送到“B 上的对象族及其同构”的集合；若
族有自同构则更准确地送到群胚。每个映射 h : C → B 通过拉回族给出从 B 上族到 C 上
族的变换。它把“分类对象”提升为“分类所有族”。在集合值的简化版本中，F(B) 只记录
族的同构类；在群胚值版本中，还保留每个族的自同构以及族之间的全部可逆同构。前者适
合先理解“参数化”，后者才完整反映模问题中可能存在的稳定子。

定义 11.42（模栈的工作性定义） 在给定的测试空间范畴及其允许的局部覆盖下，一个模栈
是把每个测试空间 B 送到一个群胚 X (B) 的模函子：对象是 B 上的族，箭头是族同构；每
个基变换 h : C → B 给出拉回群胚 h∗ : X (B)→ X (C)。除此之外还要求局部资料能够沿覆
盖粘合：若在覆盖 B =

⋃
i Ui 上给出彼此相容的族及其同构，那么它们应能粘成 B 上的族，

并且族同构也满足同样的局部到整体唯一性。
这个定义的关键是“保留箭头”：普通集合值模函子只记同构类，而模栈还记住每个对

象的自同构和族之间的全部可逆同构。称为代数栈还要给测试空间、局部覆盖和表示性施加
代数几何条件；本导论只固定上述逻辑位置，不声称已经构造某个具体代数栈。

定义 11.43（固定亏格的具体模函子） 固定整数 g ≥ 0。在复流形范畴的集合值简化版本中，
定义

Fg(B) = {B 上 proper holomorphic submersion 的连通亏格 g 曲面族}/ ∼= .

对每个全纯映射 h : C → B，定义

Fg(h) : Fg(B) −→ Fg(C), [X → B] 7−→ [h∗X → C].

拉回复合给出自然同构 Fg(k) ◦ Fg(h) ∼= Fg(h ◦ k)，所以 Fg 是一个逆变函子。若保留族的
自同构，则应把右侧替换为群胚值版本。

定义 11.44（普适族与可表示性） 若存在空间 M，使模函子自然同构于

B 7−→ Hom(B,M),

274



走向可变黎曼曲面 模块八：解析族、模函子和普适性

则称该模函子由 M 表示。这里 Hom(B,M)只表示所选范畴中允许的映射 B →M；在复流
形范畴中，它通常表示全纯映射，而不是任意集合函数。对应于恒等映射 idM 的族 U →M

称为普适族；对任意 B 上的族，其参数映射 B →M 的拉回应与该族同构。这里的“自然”
要求这些对应与一切基变换相容，即使用任意 h : C → B 后，先分类再拉回与先拉回再分
类得到同一个结果。本定义先针对集合值模函子；若对象有自同构而必须使用群胚值模函子，
就不能把右边简单地当成普通集合 Hom(B,M)，通常还要把自同构的层次一并记录。本文
在此处只使用集合值版本来解释逻辑，不把它误写成高亏格模空间的已证可表示性。

普适性的逻辑顺序是

候选参数空间M −→M 上的一族U −→其他族是否都是f∗U .

如果每个 B 上的族都对应唯一的允许映射 f : B →M，并且这种对应与拉回相容，才说模函子
由 M 表示。仅有“M 的点对应同构类”只能得到粗分类，不能自动得到普适族。

说明 11.45（自然性的一个可计算检验） 若 U → M 是候选普适族，f : B → M 是一个参
数映射，h : C → B 是一次基变换，那么应有自然同构

h∗(f∗U) ∼= (f ◦ h)∗U .

左边是“先用 f 得到族，再沿 h 改参数”，右边是“直接用复合参数 f ◦ h 得到族”。这正是
拉回复合规律在模函子语言中的表现；检查此式比只说“它是普适的”更具体。

点层面：B = pt
一个对象的同构类

参数空间的点
m ∈ M

点分类

族层面：
π : X → B

参数映射
f : B → M

普适族的拉回
f∗U ∼= X

分类 拉回

点分类只检查 B = pt；可表示性还要求对每个测试
空间 B，族都由唯一的 f 拉回，并且与基变换相容。

图 71. 从点分类到族分类：粗分类只回答“有哪些对象”，表示性还要回答“所有参数族如何由一个普适
族产生”。

正式定理 11.46（表示性蕴含普适族） 若模函子由 M 表示，则 M 上存在普适族；任意 B

上的族由唯一的参数映射 B →M 拉回得到，唯一性是在规定的同构意义下成立。

说明 11.47（这个定理先看 B = pt） 若测试空间只有一个点 pt，则 Hom(pt,M) 只是在 M

中选一个点；这解释了“参数空间的点代表一个对象”。但对一般的 B，表示性还要求每个
B 上的整个族都来自同一个普适族的拉回，并且参数映射在规定的同构意义下唯一。前者是
点分类，后者才是族分类。
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证明位置。 上面定理的集合值版本证明放在本模块的学习单元中；它只使用表示性给出的自然
双射和恒等映射对应的普适对象。

说明 11.48（为什么这是高级内容） 上述定理很短，但证明具体模函子可表示通常很难。对
象有非平凡自同构时，普通集合商可能丢失信息，需要细模空间、粗模空间、群胚或栈。本
文只建立这些词的逻辑位置，不声称完成其构造。

11.3 学习单元：定义、证明、推论与练习
定义回收。 一个族不是一串互不相关的曲面，而是一个总空间 X 和投影 π : X → B。改变参数
空间的方式由拉回控制；模函子则把每个参数空间上的所有族同时记录下来。

表示性蕴含普适族的证明. 若模函子 F 由 M 表示，则恒等映射 idM ∈ Hom(M,M) 对应一个
M 上的族 U →M。任取 B 上的族 X，它对应唯一的映射 f : B →M。自然性要求 X 对应的
元素等于 idM 沿 f 的拉回，因此 X 与 f∗U 同构。若另有 g : B →M 产生同一族，则表示性给
出的双射性迫使 g = f；这就是参数映射的唯一性。

推论。 “存在一个普适族”不能单独当作定义；它是模函子被某个空间表示之后的结果。粗模
空间可以只记住同构类，而不一定具备这个拉回唯一性。

具象化说明。 把 B 想成温度刻度，把 Xb 想成温度 b 下的曲面。若换一把刻度 h : C → B，拉
回就是沿新刻度读取原来的实验；普适族则像一台实验仪器，所有其他实验都由它重新参数化得
到。

练习。

M8.1. 对族 E → H，计算参数 τ 处的纤维，并写出 h : C → H 后拉回族的纤维。

M8.2. 说明族同构必须满足 ρ ◦ F = π，否则 F 不能逐纤维比较。

M8.3. 用自己的话区分“一个族”“一个模空间”和“一个普适族”。

M8.4. 给出一个对象有非平凡自同构的例子，并说明为什么只取同构类可能丢失信息。

M8.5. 对纤维积方块，给定 Z → C 和 Z → X，直接写出唯一的 Z → C ×B X；检查它在两条投
影下分别恢复原来的两个映射。

M8.6. 设 k : D → C、h : C → B。用三元组或等价关系说明为什么 k∗(h∗X ) 与 (h ◦ k)∗X 只有
自然同构，而不应在没有选定模型时武断地写成严格相等。

M8.7. 解释过渡变换 gji 的三重交条件为何是“先从 i 坐标到 j 坐标、再到 k 坐标”与“直接从
i 到 k”一致。

M8.8. 对具体模函子 Fg，写出 h : C → B 所诱导的映射，并说明恒等映射和复合映射分别对应
什么。

M8.9. 设一个族的纤维同调群沿基空间闭路运输后发生非平凡基变换。解释为什么没有全局标记
时，周期矩阵一般只能局部定义。
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M8.10. 区分一个族的映射类群 monodromy ρtop 与同调 monodromy ρ1，并说明为什么后者可能
丢失前者的信息。

答案提示与自检
M8.1 Eτ ∼= Eτ = C/(Z + τZ)，拉回后的 c-纤维为 Eh(c)。M8.2 族同构 F : X → Y 必须满

足 ρ ◦ F = π，这样 F 才把 Xb 送到 Yb。M8.3 族包含基、总空间、投影和纤维的粘合；模空间是
分类参数空间；普适族还要求所有族由唯一参数映射拉回。M8.4 例如 Ei 有 z 7→ iz 的自同构；只
记录同构类的点会忘掉稳定子信息。M8.5 唯一映射为 u(z) = (q(z), f(z))，其两条投影分别为 q 与
f。M8.6 左右两侧点集可自然双射，但未选定严格模型时通常只说自然同构。M8.7 三重交条件是
gki = gkj ◦ gji，保证坐标粘合不依赖路径。M8.8 Fg(h) 发送到拉回族；Fg(id) 是恒等，二次拉回与复
合拉回自然同构。M8.9 纤维同调形成局部系统；沿闭路运输给出 π1(B) → Sp2g(Z) 的monodromy，
因而周期矩阵在不同局部标记间按辛群变换。M8.10 ρtop 先记录闭路运输得到的映射类；对其施加
Mod(S)→ Aut(H1(S,Z)) 才得到 ρ1。该同态的核 I(S) 中的映射类在同调上作用平凡，所以周期矩
阵和同调局部系统无法检测 I(S) 中的全部信息。

11.4 本模块的交接
本模块的依赖链是

基空间B −→总空间X π−→纤维Xb −→拉回 −→模函子 −→可表示性/普适族.

本模块交出总空间、纤维、拉回、模函子和普适族逻辑。下一模块要说明复结构如何用分析数据
变形，并由此进入 Teichmüller 距离和二次微分。
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12 模块九：拟共形变形与 Teichmüller 核心

本模块导航

进入前 先掌握复导数、fz, fz̄、微分形式，并补习测度、L∞ 和弱导数。

本模块产出 会读 Beltrami 方程、畸变比、拟共形映射、二次微分和 Teichmüller 距离
的定义。

出口检查 能在仿射例子中计算 µf 和 Kqc(f)，并明确区分“给出变形数据”和“证明
存在实现该数据的映射”。

两层阅读法。 先完成具体的仿射层：

f(z) = z + kz, |k| < 1, µf =
fz̄
fz
, Jf = |fz|2 − |fz̄|2.

测度、L∞、弱导数、Sobolev 空间以及一般可测 Beltrami 方程属于研究预览；它们需要独立的
实分析和偏微分方程课程。本节会明确标注“定义”“计算例子”和“只陈述不证明的高级定理”。

定义 12.1（二阶线性椭圆型方程） 在开集 Ω ⊆ Rn 上，一个二阶线性方程可写成

Lu :=
n∑

i,j=1

aij(x) ∂i∂ju+
n∑
i=1

bi(x) ∂iu+ c(x)u = f(x).

若其主部系数矩阵 A(x) = (aij(x)) 对称，并存在常数 0 < λ ≤ Λ 使

λ|ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2 (x ∈ Ω, ξ ∈ Rn),

则称它是（统一）椭圆型方程。这个不等式表示二阶主部在每个方向都真正含有二阶信息，
没有一个方向完全退化。Beltrami 方程本身写成一阶复方程，但可测黎曼映射定理的存在性
证明会用到椭圆型偏微分方程的正则性和估计；这里定义术语只为说明依赖关系，不声称已
经给出那些分析证明。

12.1 为什么需要测度和弱导数
如果只允许光滑坐标变化，许多重要的变形被排除。拟共形映射允许不同方向有不同拉伸；拉伸
数据可以只在几乎处处定义，所以需要测度、Lp 空间和弱导数。

Teichmüller 理论中有一条五层主链，另有二次微分方向支线：

对象 作用
µ 局部复结构变形数据

Beltrami 方程 检验数据能否由映射实现
f 实现变形的拟共形映射
dT 比较两个标记复结构的最小畸变距离
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二次微分 q 不在这条“数据—方程—映射—畸变—距离”的直线上，而是为极值映射提供方向和
证书的几何支线。

µ

局部数据
∂z̄f = µ∂zf

方 程
f

实现变形
Kqc(f)

最大畸变
dT

取最小

数据、方程、映射、畸变和距离是逐层升级的不同对象

图 72. Teichmüller 核心的对象流水线：Beltrami 数据先进入方程，方程的解才是映射；距离还要对同位
类中的映射取最小。

µ 不是映射，f 不是距离，q 也不是模函数。Beltrami 方程研究“数据能否由映射实现”；
Teichmüller 定理进一步研究最小畸变映射是否存在及其形式。

定义 12.2（可测函数与几乎处处）测度空间是一个三元组 (X,Σ, ν)，其中 Σ是 X 的子集族，
闭合于补集和可数并，ν : Σ → [0,∞] 满足可数可加性。平面 Beltrami 理论采用 Lebesgue
面积测度

dA = dx dy

及其完成后的可测集合。若 N ∈ Σ 且 ν(N) = 0，就称 N 是零测集。复平面的 Borel 集是
由开集经过可数次并、交和补运算生成的最小 σ-代数中的集合。函数 f : X → C 可测，是
指对每个复平面 Borel 集 V，原像 f−1(V ) ∈ Σ。若某性质只在一个零测集之外成立，就称
它几乎处处成立，记作 a.e.。这里用 ν 表示测度，是为了把它与后文表示 Beltrami 系数的
µ 分开。

定义 12.3（L∞ 与本质上确界） 对 1 ≤ p <∞，可测函数 f 的 Lp 范数定义为

‖f‖p =
(∫

X
|f |p dν

)1/p

,

其 Lp 空间由范数有限的函数按几乎处处相等取商得到。可测函数 f 的本质上确界是满足

|f(x)| ≤ C 几乎处处

的所有常数 C 的下确界，记为 ‖f‖∞。L∞(X) 是本质上有界函数按几乎处处相等取商后得
到的空间；‖µ‖∞ < 1 的意思是存在 0 ≤ k < 1，使 |µ| ≤ k 几乎处处。

定义 12.4（分布、弱导数与 Sobolev 空间） 在开集 Ω ⊆ R2 上，测试函数指 C∞
c (Ω) 中的函

数，即无限次可微且具有紧支集。分布是作用在测试函数上的连续线性泛函；局部可积函数
u 通过

ϕ 7−→
∫
uϕ

给出一个分布。这里 α = (α1, α2) ∈ N2 是多重指标，|α| = α1 + α2，局部可积函数 u 的弱
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导数 Dαu 是满足 ∫
uDαϕ = (−1)|α|

∫
(Dαu)ϕ

对所有紧支集光滑测试函数 ϕ 都成立的函数；若这样的函数不存在，则弱导数仍可先作为
分布定义。对 1 ≤ p ≤ ∞ 和整数 k ≥ 0，定义

W k,p(Ω) :=
{
u ∈ Lp(Ω) : Dαu 按分布意义由某个Lp(Ω) 函数表示，且|α| ≤ k} ,

其中 D0u = u。若 U ⋐ Ω 表示 U 是相对紧地包含在 Ω 中的开集，则

W k,p
loc (Ω) := {u : u|U ∈W k,p(U) 对每个U ⋐ Ω 成立}.

因此“弱导数属于 Lp”的完整含义是：分布公式确定的导数恰好有一个按 a.e. 识别的可积
函数代表；这使得方程可以在不要求 f 处处经典可微的情况下解释。

函 数 u

可不处处经典可微
测试函数
ϕ ∈ C∞

c (Ω)

积分配对∫
uDαϕ

配对 分部积分规则

弱导数代表∫
(Dαu)ϕ

若 Dαu ∈ Lp

进入 W k,p

定义

可积性检查

弱导数不是凭图像逐点求斜率，而是要求它
对所有测试函数都满足同一条积分恒等式。

图 73. 弱导数的工作流程：用测试函数把微分转移到积分恒等式中，再检查所得弱导数是否属于指定的
Lp 空间。

说明 12.5（“几乎处处”为什么不是“到处”） 若 u = v 除了一个测度为零的集合以外都成
立，则 u, v 给出同一个 Lp 元素。例如，在 R 上把一个函数只在单点 0 的取值改掉，积分和
Lp 范数都不改变；但点值 u(0) 改变了。因而 L∞ 和弱导数理论有意忽略零测集上的逐点差
异，而拟共形映射作为同胚仍需要一个连续代表。这个层次区别是“分析数据”和“几何映
射”之间的接口。

280



走向可变黎曼曲面 模块九：拟共形变形与 Teichmüller 核心

逐点函数
u, v : X → C

u = v 在 X \ N 上

零 测 集 N

ν(N) = 0，但
可有 u|N 6= v|N

只差在

取 a.e. 等价类
[u] = [v] ∈ Lp

几何映射的代表
仍需连续性
与同胚条件

取商 不能忽略

分析层把零测集上的差异识别掉；几何层若要得到
拟共形同胚，必须另外选择并控制一个连续代表。

图 74. “几乎处处相等”的两层读法：它适用于积分和弱导数的等价类，但不等于逐点相等，也不自动给
出几何映射。

定义 12.6（弱复导数与 Wirtinger 算子） 设 f = u+ iv 是平面域上的 W 1,1
loc 函数，其中 u, v

的偏导数按弱导数理解。定义

fz =
1

2
(fx − ify) =

1

2
(ux + vy) +

i

2
(vx − uy),

fz̄ =
1

2
(fx + ify) =

1

2
(ux − vy) +

i

2
(vx + uy).

这里 fz 和 fz̄ 是两个弱复导数；当 f 足够光滑时，它们退化为通常的 Wirtinger 导数。

定义 12.7（映射的 Beltrami 系数） 若一个具体映射 f 在某点满足 fz 6= 0，则定义它在该
点的 Beltrami 系数

µf =
fz̄
fz
.

它是实微分中“反全纯部分”相对于“全纯部分”的比值；它依赖于所选坐标的复相位，而
其模长在全纯坐标变换下不变。若 fz = 0，该商不能直接定义，应使用不等式 |fz̄| ≤ k|fz|
的几乎处处表述，或在零测集上任意指定代表值。
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正式命题 12.8（Wirtinger 导数、Cauchy–Riemann 方程与局部共形性） 若 f = u+ iv 在平
面域 Ω 上属于 C1，则对每一点都有

fz̄ = 0 ⇐⇒ ux = vy 且 uy = −vx.

右侧就是 Cauchy–Riemann 方程；若它在整个 Ω 上成立，则 f 全纯，并且 fz = f ′ 是通常
的复导数。在一个满足 fz(p) 6= 0 的点 p 处，还有

µf (p) = 0 ⇐⇒ fz̄(p) = 0 ⇐⇒ Dfp(w) = fz(p)w (w ∈ C).

因此该点的一阶实线性近似只是“旋转加等比例缩放”，其 Jacobian 为 Jf (p) = |fz(p)|2 > 0，
不会把小圆的一阶近似拉成偏心椭圆。这里的等价关系分别需要 C1 正则性和 fz(p) 6= 0；不
能把它们无条件推广到任意仅按 a.e. 定义的系数。

证明. 由定义
fz̄ =

1

2
(ux − vy) +

i

2
(vx + uy),

其实部和虚部分别为零，当且仅当 Cauchy–Riemann 方程成立。复分析中的基本可微性定理说
明，C1 函数满足该方程时全纯，且复导数等于 fz。若 fz(p) 6= 0，则 µf (p) = fz̄(p)/fz(p)，所以
µf (p) = 0 当且仅当 fz̄(p) = 0。把 fz 与 fz̄ 写入实微分的公式

Dfp(w) = fz(p)w + fz̄(p)w

即可得到最后的相似变换形式；再由 Jacobian 恒等式得到 Jf (p) = |fz(p)|2。

一阶复微分
Df(w) = aw + bw

b = fz̄ = 0

Cauchy–Riemann
Df(w) = aw

旋转 + 等比例缩放
检查反全纯部分 局部共形

b 6= 0

可能出现方
向性拉伸

µf = b/a

记录偏离共形的程度

同一个公式同时包含两种情形：b = 0 是纯复
线性，b 6= 0 才需要 Beltrami 数据来记录偏离。

图 75. 从 Wirtinger 导数到 Beltrami 系数：检查 fz̄ 是否为零，把全纯/共形情形与方向性变形分开。
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定义 12.9（Beltrami 数据的局部系数） 在黎曼曲面的全纯坐标 z 中，Beltrami 数据写成

µ(z)
dz

dz
.

这里的 µ(z) 是一个坐标图中的局部系数；µf 则是由具体映射 f 的 Beltrami 系数构造出的
局部系数。因为 L∞ 数据按几乎处处相等取商，若 fz = 0 的点只构成零测集，µf 可在这些
点任意指定（通常置为 0）；真正的几何对象是映射的连续代表，而不是这些零测集上的逐点
数值。

定义 12.10（Beltrami 数据的张量） 在黎曼曲面 X 上，若局部全纯坐标 z 中的系数按

µ̃(ζ) = µ(z)
α′(z)

α′(z)
, ζ = α(z),

变换，则这些局部系数拼成一个可测的 (−1, 1)-型张量

µ
dz

dz
∈ L∞(K ⊗K−1).

这个张量才是坐标无关的Beltrami 数据；µ(z) 只是它在一张坐标图中的系数。坐标变换会
改变复数相位，但保持 |µ|，所以本质上确界可以成为曲面上的几何量。它仍然只是“待实
现的变形数据”，不是一张映射。

说明 12.11（Beltrami 张量记号的读法） 式中的 dz/dz 不是把两个微分当作普通复数相除，
而是

dz

dz
对 (dz)⊗ (dz)−1 的简写

这里 dz 是典范丛 KX 的局部框架，dz 是共轭丛 KX 的局部框架，而 (dz)−1 表示对 KX 的
对偶方向。因此 µdz/dz 属于 KX ⊗K−1

X ，不是一张已经把点送到另一点的映射。对初学者
而言，可以把坐标变换公式

µ̃(α(z)) = µ(z)
α′(z)

α′(z)

当作这个张量记号的可计算版本：它说明局部系数如何互相转换，并且 |µ̃| = |µ|。
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正式命题 12.12（Jacobian 与方向性畸变） 设 f ∈ W 1,1
loc 在几乎处处有实微分 Df。则几乎

处处
Jf = detDf = |fz|2 − |fz̄|2.

若 |fz̄| < |fz|，则 Jf > 0。在 Df 非退化的点，奇异值是微分把单位圆沿主方向拉伸后的两
个长度；一般写作

σmax = |fz|+ |fz̄|, σmin =
∣∣|fz| − |fz̄|∣∣,

在定向保持且非退化的点 |fz| > |fz̄|，从而
σmax
σmin

=
1 + |µf |
1− |µf |

.

这说明 |µf | 测量局部椭圆的偏心程度，而 arg(µf ) 还携带方向信息。

定义 12.13（奇异值） 设 A : R2 → R2 是线性映射。若存在正交坐标，使

A = U

σmax 0

0 σmin

V T

其中 U, V ∈ O(2) 是正交矩阵（二维时可理解为旋转或反射），且 σmax ≥ σmin ≥ 0，则
σmax, σmin 称为 A 的奇异值。它们分别是 A 在某些主方向上的最大和最小伸缩率；因此单
位圆在 A 下成为长短半轴分别为 σmax, σmin 的椭圆。对 Df 而言，前一命题给出

σmax = |fz|+ |fz̄|, σmin =
∣∣|fz| − |fz̄|∣∣.

正式命题 12.14（Beltrami 系数的模与相位） 设

L(w) = aw + bw, a 6= 0, µ =
b

a
= ρeiθ, 0 ≤ ρ < 1.

把输入单位圆上的方向写成 w = eit。则

|L(eit)|2 = |a|2
(
1 + ρ2 + 2ρ cos(2t− θ)

)
.

因此，输入平面中的最长主方向满足

t =
θ

2
(mod π),

最短主方向与它正交，即 t = θ
2 +

π
2 (mod π)。主轴长度分别为 |a|(1+ ρ) 与 |a|(1− ρ)，所以

K(L) =
1 + ρ

1− ρ
.

这给出一个精确的读法：|µ| 控制长短轴之比，argµ = θ 控制输入主方向的两倍角；它不单
独决定输出椭圆的绝对朝向，因为输出还会受到 a 的整体旋转影响。
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证明. 由 b = aρeiθ 和 w = eit，有

L(eit) = aeit + be−it.

展开模平方并提出 |a|2，得到

|L(eit)|2 = |a|2 + |b|2 + 2Re(ab e2it) = |a|2
(
1 + ρ2 + 2ρ cos(2t− θ)

)
.

余弦取 1 和 −1 时分别得到最大值和最小值，故主方向和主轴长度如上。

输入方向

µ = ρ, argµ = 0

主方向：0, π/2

L

输出椭圆
主轴未旋转

改变 argµ

µ = iρ, argµ = π/2

主方向：π/4, 3π/4
输出椭圆

主轴旋转 π/4

图 76. Beltrami 系数相位的几何读法：当 µ = ρeiθ 时，输入主方向转过 θ/2；模长 ρ 决定椭圆的轴比。图
中取 a = 1，以便不混入额外的输出旋转。

方向

单位圆：各方向同样长

Df

单位圆被拉成椭圆

图 77. 微分的局部几何：Df 把小圆的一阶近似送到椭圆。最长半轴与最短半轴之比就是局部方向性畸变
的核心量；图示只说明奇异值的几何意义。

Jacobian 与畸变公式的证明. 把 f = u+ iv 的实微分写成

Df =

ux uy

vx vy

 .

直接代入上面的 fz, fz̄ 展开式，得到

|fz|2 − |fz̄|2 = uxvy − uyvx = detDf.

对任意实线性映射 w 7→ aw + bw，通过输入和输出两侧的旋转可把相位消去，化为

(x, y) 7−→
(
(|a|+ |b|)x, (|a| − |b|)y

)
.

因此其最大、最小伸缩率分别是 |a|+ |b| 与 |a| − |b|。取 a = fz、b = fz̄，再除以 |fz| 即得最后
一个公式。
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定义 12.15（Beltrami 方程） 设 Ω,Ω′ ⊆ C 是平面域，f : Ω→ Ω′ 是待求的弱可微映射；在
z = x+ iy 坐标中，写

∂z =
1

2
(∂x − i∂y), ∂z =

1

2
(∂x + i∂y).

Beltrami 方程为
∂zf = µ∂zf, µ ∈ L∞(Ω, dA), ‖µ‖∞ < 1.

µ 是描述复结构变形的 Beltrami 数据；当 f 只有弱导数时，方程按弱导数意义理解。若
fz 6= 0，它等价于 µ = µf；更稳妥的写法是直接要求

|fz̄| ≤ k|fz| a.e., k < 1,

因为这样不需要在零测集上逐点选择商。条件 ‖µ‖∞ < 1 是一个一致的不退化条件，但它本
身不提供方程解的存在性。方程的解是否要求同胚、目标域是什么、边界值或归一化是什么，
都必须由具体定理另行写出；只写出 ∂z̄f = µ∂zf 还没有完整指定一个边值问题。

例子 12.16（线性变形） 取

f(z) = z + kz, |k| < 1.

则
∂zf = 1, ∂zf = k, µ = k.

实 Jacobian 为
Jf = |∂zf |2 − |∂zf |2 = 1− |k|2 > 0.

这说明 µ 如何编码一个具体的方向性拉伸，但不证明一般可测数据都有解。

例子 12.17（固定 µ = 1
2 的仿射算例） 取 f(z) = z+ 1

2z，并写 z = x+ iy。由于 z = x− iy，
有

f(z) =
3

2
x+

1

2
iy, Df =

3
2 0

0 1
2

 .

因此两个主伸缩因子为 λ1 = 3/2 与 λ2 = 1/2，

Jf = λ1λ2 =
3

4
, K =

λ1
λ2

= 3,
1

2
logK =

1

2
log 3.

这里所有量都来自一个明确的矩阵计算；它不是一般 Beltrami 方程的存在性或 Teichmüller
极值定理。
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x

y

原图：单位方格与单位圆

Df = diag(3/2, 1/2)
x

y

像图：横向乘 3/2，纵向乘 1/2

图 78. 具体仿射拟共形变形：µ = 1/2 时，小圆变为椭圆，矩形面积缩放为 3/4。

原来的小方格

f(z) = z + kz̄

方向性拉伸后的网格

图 79. Beltrami 数据的几何直觉：不同方向可以有不同拉伸倍率；图示只帮助理解 µ 的作用，不是一般
存在性定理的证明。

定义 12.18（拟共形畸变） 在 fz 6= 0 且 Df 非退化的点，定义局部拟共形畸变

Kf (z) :=
|fz|+ |fz̄|
|fz| − |fz̄|

=
1 + |µf (z)|
1− |µf (z)|

.

它等于 Df 把单位圆送成的椭圆的长轴与短轴之比，所以 Kf (z) ≥ 1；等号表示该点的一阶
变换共形。全局最大畸变定义为

Kqc(f) := ess sup
z

Kf (z) =
1 + ‖µf‖∞
1− ‖µf‖∞

.

这是由映射得到的数值，不是 Beltrami 数据本身；它把局部方向性拉伸压缩成一个全局指
标。
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正式命题 12.19（畸变分母与方向保持） 设实线性映射写成复数形式

L(w) = aw + bw, a, b ∈ C.

则
det
R
L = |a|2 − |b|2, σmax = |a|+ |b|, σmin =

∣∣|a| − |b|∣∣.
因此：

(i) L 非退化且方向保持，当且仅当 |a| > |b|；此时 |a| − |b| > 0，拟共形畸变公式的分母
确实为正；

(ii) |a| = |b| 时 detR L = 0，最小奇异值为 0，映射在一阶上退化；

(iii) 在方向保持的非退化情形下，K(L) ≥ 1，且 K(L) = 1 当且仅当 b = 0。

所以 Kf 的公式不是对任意 a, b 形式地套用：它隐含了局部方向保持和不退化条件。

证明. 由实矩阵的直接计算，L 的行列式为 |a|2 − |b|2。奇异值是 L 作用于单位圆所得椭圆的两
条半轴；前面关于 Wirtinger 微分的计算给出

σmax = |a|+ |b|, σmin =
∣∣|a| − |b|∣∣.

于是方向保持且非退化等价于行列式为正，即 |a| > |b|；这时

K(L) =
|a|+ |b|
|a| − |b|

≥ 1.

等号成立当且仅当 |b| = 0，即 b = 0。

定义 12.20（平面域间的拟共形映射） 平面域之间的定向保持同胚 f 称为拟共形映射，是
指 f ∈W 1,2

loc，并且存在 k < 1 使

|fz̄| ≤ k|fz| 几乎处处.

在 fz 6= 0 的点定义 µf = fz̄/fz，并使用 拟共形畸变的 Kqc(f)。当 µf = 0 时，Kqc(f) = 1，
此时在适当正则性定理下 f 是共形的；这里的“共形”不是单凭 Lp 定义自动得到的结论。

定义 12.21（黎曼曲面之间的拟共形映射） 设 X,Y 是黎曼曲面，f : X → Y 是定向保持同
胚。取 X 的局部全纯坐标 z 和 Y 的局部全纯坐标 w，在坐标中写

Fz,w = w ◦ f ◦ z−1.

若每个这样的 Fz,w 局部属于 W 1,2，并且满足

|(Fz,w)z̄| ≤ k|(Fz,w)z| a.e.
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其中同一个 k < 1 可在全局取到，则称 f 为曲面之间的拟共形映射。在每张坐标图中形成
的系数按Beltrami 数据张量的变换律拼成 µf，而 Kqc(f) 使用拟共形畸变的定义。若改用全
纯坐标 ζ = α(z)、η = β(w)，则

µη◦f◦α−1 = µFz,w

α′(z)

α′(z)
,

所以 |µf | 以及本质上确界不变。这个坐标变换计算说明 Kqc(f) 是曲面上的几何量，而不是
某一张坐标图中的偶然公式。

正式命题 12.22（Wirtinger 链式法则与畸变复合） 设 f : Ω → Ω′ 和 g : Ω′ → Ω′′ 是局部
W 1,2 的定向保持拟共形映射。把 w = f(z)，把 g 的坐标导数记为 gw, gw̄。则几乎处处有

(g ◦ f)z = (gw ◦ f)fz + (gw̄ ◦ f)fz̄,

(g ◦ f)z̄ = (gw ◦ f)fz̄ + (gw̄ ◦ f)fz.

因此在导数非退化的点，复合映射的局部最大畸变满足

Kqc(g ◦ f) ≤ Kqc(g)Kqc(f), Kqc(f
−1) = Kqc(f).

这里第一条是复合时“先经过 f，再经过 g”的伸缩率相乘；第二条是反向走同一条局部椭
圆变形，最长轴与最短轴的比值不变。这些结论需要 Sobolev 链式法则和拟共形映射的正则
性定理；本导论只给出公式与逻辑用途，不展开完整测度论证明。

复合畸变不等式的直观证明. 在几乎处处可微且微分非退化的点，Df 把单位圆送成椭圆，最长
与最短半轴之比为 Kqc(f)；Dg 对经过 f 后的椭圆至多再把任意方向的长度比放大 Kqc(g) 倍。
因此复合线性映射的轴比至多为两者乘积。对所有点取本质上确界得到第一式。Df−1 的奇异值
是 Df 的奇异值的倒数，故其最大/最小比值与 Df 相同，得到第二式。Wirtinger 两条展开式
则由实链式法则分别整理 ∂z 和 ∂z̄ 得到。

正式定理 12.23（可测黎曼映射定理的一个精确版本（本文未证明）） 设 µ : C → C 可测，
并且存在 0 ≤ k < 1 使 |µ(z)| ≤ k 几乎处处成立。则存在定向保持的球面拟共形同胚

f : Ĉ −→ Ĉ

满足
∂zf = µ∂zf a.e.

任意两个解相差一个 Möbius 变换；若规定

f(0) = 0, f(1) = 1, f(∞) =∞,

则解唯一。把这个结论搬到一般黎曼曲面时，需要用坐标图和张量变换规则检查局部方程能
够相容拼接。
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该定理需要测度论、Sobolev 空间、分布和椭圆型 PDE。它是正式定理，不是本文已经完成
的证明。

12.2 二次微分和极值变形

定义 12.24（二次微分） 黎曼曲面 X 上的全纯二次微分是一个局部写作

q = ϕ(z) dz2.

在坐标 w = w(z) 改变时要求 ϕ(z) dz2 = ϕ̃(w) dw2，且 ϕ 在每个复坐标中全纯。它给出局部
水平和垂直方向，并在 Teichmüller 极值映射中提供最重要的几何方向。这里 q 与 Beltrami
微分

µ
dz

dz

是不同的张量类型：前者按二次微分的变换律变化，后者记录反全纯方向相对于全纯方向的
变形。只有在 q 6= 0 的点，水平和垂直方向才由 q 直接确定；零点处需要另行讨论。初学者
先掌握“二次微分是复结构变形的方向数据”即可；具体存在唯一性和极值性属于后续课程。

定义 12.25（二次微分的水平与垂直轨迹） 在 q = ϕ(z) dz2 6= 0 的一个单连通坐标小域中，
选取局部平方根并令

w(z) =

∫ z√
ϕ(ζ) dζ, q = dw2.

若一条光滑曲线在 w-坐标中满足 Imw =常数，称它为 水平轨迹；若满足 Rew =常数，称
它为垂直轨迹。换回原坐标后，这两族曲线一般弯曲，但在 q 6= 0 处彼此正交。q 的零点处
平方根可能不能单值选择，轨迹会出现奇异分支；因此这个定义只在非零点的局部坐标中使
用。
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正式命题 12.26（轨线的自然坐标判据） 在 q 6= 0 的局部自然坐标 w = u+ iv 中，q = dw2。
设 γ(t) 是一条正则曲线，写 ẇ(t) = u̇(t) + iv̇(t)。则

γ 为水平轨迹 ⇐⇒ v̇(t) = 0⇐⇒ q(γ̇, γ̇) > 0 为正实数,
γ 为垂直轨迹 ⇐⇒ u̇(t) = 0⇐⇒ q(γ̇, γ̇) < 0 为负实数.

这里的不等式只针对 q(γ̇, γ̇) 这个复数恰好为实数的情形；它不是在整个复平面上给复数排
序。由局部平坦度量

ds2q := |dw|2 = du2 + dv2

可见，非零点处水平和垂直方向正交。这个判据只是局部的；若经过 q 的零点，平方根坐标
可能失效，轨线的分支结构必须另外分析。

证明. 由 q = dw2，对切向量 γ̇ 有

q(γ̇, γ̇) = (ẇ)2 = (u̇+ iv̇)2 = u̇2 − v̇2 + 2iu̇v̇.

水平条件 v̇ = 0 给出 q(γ̇, γ̇) = u̇2 > 0；垂直条件 u̇ = 0 给出 q(γ̇, γ̇) = −v̇2 < 0。反过来，若
该复数为正实数，其虚部 2u̇v̇ 为零，而实部为正，故只能有 v̇ = 0；负实数的情形同理只能有
u̇ = 0。正交性则是 (∂u, ∂v) 在 ds2q 下正交的直接结论。

自然坐标 w = u+ iv，q = dw2

u

v

水平：Imw = 常数
垂直：Rew = 常数

w(z) =

∫ z √
φ(ζ) dζ

原坐标 z，q = ϕ(z) dz2

Re z

Im z

一般坐标中的轨线是自然坐标中
直线的原像；
具体弯曲形状取决于 φ，零点处

需另行处理。

图 80. 二次微分轨线的局部几何：自然坐标中是两族正交直线，换回原坐标后取其原像。右图是示意性
的轨线族，不表示任意给定 ϕ 都产生同一组曲线。

说明 12.27（二次微分与极值 Beltrami 数据的关系） 在采用标准归一化且 q 6= 0 的地方，
Teichmüller 型极值数据常写成

µq = k
q

|q|
, 0 ≤ k < 1.
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若 q = ϕ(z) dz2，则右侧的局部系数可理解为

k
ϕ(z)

|ϕ(z)|
dz

dz
.

这条公式依赖约定，且在 q 的零点处不能直接除以 |q|；零点集合和坐标支线必须另行处理。
因此它是极值理论中的结构关系，不是“每个 Beltrami数据都自动由一个二次微分给出”的
定义，也不是本文已证明的存在唯一性定理。

例子 12.28（最简单的二次微分图像）在复平面坐标 z = x+ iy 中，q = dz2 是一个处处不为
零的全纯二次微分。把 q 的值看成“方向的平方”时，水平线 y =常数与竖直线 x =常数给
出两族彼此垂直的轨迹。若 q = ϕ(z) dz2，ϕ(z) 的零点就是这两族方向发生奇异变化的地方；
因此二次微分同时携带大小、方向和零点位置。这个例子只说明局部几何，不是 Teichmüller
极值定理的证明。

12.3 Teichmüller 距离和坐标的边界

定义 12.29（Teichmüller 允许映射） 对两个标记黎曼曲面 (X,m) 与 (Y, n)，定义允许映射
集合

Q(m,n) :=

f : X → Y :
f 是定向保持的曲面拟共形映射，且
n−1 ◦ f ◦m : S → S 与 idS 同位

 .

第一条是解析正则性和可控畸变条件，第二条是拓扑标记条件；两条缺一不可。

定义 12.30（Teichmüller 距离） 对两个标记黎曼曲面 (X,m) 与 (Y, n)，用 Teichmüller 允
许映射的集合 Q(m,n) 定义

dT([X,m], [Y, n]) =
1

2
inf

f∈Q(m,n)
logKqc(f).

这个公式先给出距离的候选定义；要证明它在等价类上良定义并满足距离公理，还需使用拟
共形映射的复合与逆映射性质。
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正式命题 12.31（对数畸变的加法记账） 对有限畸变 K1,K2 ∈ [1,∞)，令

`(K) :=
1

2
logK.

则
`(1) = 0, K1 ≤ K2 =⇒ `(K1) ≤ `(K2), `(K1K2) = `(K1) + `(K2).

若 f, g 可以复合且拟共形畸变有限，则

`
(
Kqc(g ◦ f)

)
≤ `
(
Kqc(g)

)
+ `
(
Kqc(f)

)
.

因此 K 适合记录“伸缩比相乘”，而 1
2 logK 适合记录“变形代价相加”。因子 1

2 还有局部
几何解释：若微分的奇异值为 smax ≥ smin > 0，令 K = smax/smin，将面积尺度归一化后两
条主轴的伸缩因子为 √K 与 1/

√
K，其对数大小正是 1

2 logK 与 −1
2 logK。

证明. 前两条来自对数函数在 [1,∞) 上的单调性，第三条是 log(K1K2) = logK1 + logK2 除以
2。对映射复合，使用 Kqc(g ◦ f) ≤ Kqc(g)Kqc(f)，再用对数的单调性，即可得到最后一个不等
式。对于几何解释，面积归一化因子为 (smaxsmin)−1/2，所以两条轴分别变成

smax√
smaxsmin

=
√
K,

smin√
smaxsmin

=
1√
K
.

第一段变形
K1

第二段变形
K2

复合畸变
K1K2

对数记账
`(K1) + `(K2)

取 1
2

log

这是复合畸变的上界记账；取到等号、以
及下确界是否达到，属于额外的极值问题。

图 81. 从乘法畸变到加法距离代价：对数把复合估计转换成三角不等式所需的形式。

定义 12.32（伪度量） 集合 X 上的函数 d : X × X → [0,∞) 称为伪度量，如果对任意
x, y, z ∈ X 满足

d(x, y) = d(y, x), d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z), d(x, x) = 0.

与真正的度量相比，伪度量不要求 d(x, y) = 0 必然推出 x = y；它可能把不同点压成零距
离。因而证明 Teichmüller 公式是伪度量，只需验证非负性、对称性、三角不等式和对角线
为零；把它提升为度量，还需要额外的正定性定理。

定义 12.33（极值映射） 设 Q 是一组允许映射，K : Q → [1,∞] 是要最小化的畸变函数。
若 f0 ∈ Q 满足

K(f0) = inf
f∈Q

K(f),
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则称 f0 为该问题的极值映射。定义只说“它达到下确界”；是否存在、是否唯一，以及它是
否具有二次微分给出的特殊形式，都是额外的极值定理，而不是 inf 符号本身的结论。

正式命题 12.34（Teichmüller 距离的直接性质与正定性边界） 在允许映射集合非空且下确
界有限的范围内，以上公式直接给出

dT(x, y) ≥ 0, dT(x, x) = 0, dT(x, y) = dT(y, x).

结合复合畸变不等式，还得到三角不等式。因此在这些条件下它至少是一个伪度量候选。要
进一步证明正定性，即

dT(x, y) = 0 =⇒ x = y

必须使用 Teichmüller 理论的正定性定理，不能从 inf 的符号本身推出。

证明. 拟共形映射的最大畸变是两个奇异值之比，所以 Kqc(f) ≥ 1，从而 logKqc(f) ≥ 0。恒等
映射属于 Q(m,m)，且畸变为 1，故 dT(x, x) = 0。若 f ∈ Q(m,n)，则 f−1 ∈ Q(n,m)，并且

Kqc(f
−1) = Kqc(f).

对所有允许映射取下确界，得到对称性。三角不等式由后面的复合命题给出。
若替换一个标记曲面为与它等价的代表，只是在映射的两端复合双全纯映射；双全纯映射的

畸变为 1，再用复合不等式及逆映射不等式，得到相同的下确界，这说明公式与等价类代表的选
择相容。最后，dT = 0 时可能只是存在一列畸变趋近 1 的映射；要把这列映射收敛或刚性化为
标记相容的双全纯映射，正是深层正定性定理所处理的内容。

正式命题 12.35（距离公式中三角不等式的来源） 若三组标记曲面之间的允许拟共形映射
集合非空，则

dT([X,m], [Z, r]) ≤ dT([X,m], [Y, n]) + dT([Y, n], [Z, r]).

这是因为任取允许映射 f : X → Y、g : Y → Z，复合 g ◦ f 仍与标记条件相容，并且由前面
的命题

1

2
logKqc(g ◦ f) ≤

1

2
logKqc(g) +

1

2
logKqc(f).

对所有允许的 f, g 取下确界即得三角不等式。这里仍然要区分“下确界满足三角不等式”和
“存在某个映射达到下确界”；后者是极值定理的内容。

说明 12.36（下确界、最小值与极值映射） 距离定义中的 inf 只表示“所有允许映射的畸变
下界”；它不等于已经存在一个映射达到这个下界。经典 Teichmüller 极值定理在适当的紧
致、标记和正则性假设下把 inf提升为 min，并给出具有二次微分形式的极值映射。所谓“唯
一”还要说明是在固定标记同位类和归一化之后；若允许目标端再复合自同构，表面上可能
出现多个代表。
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说明 12.37（Teichmüller 核心接口） 从一个 Beltrami 数据到 Teichmüller 空间中的点，逻
辑上至少经过四步：

µ 7−→ fµ 7−→ (Xµ,mµ) 7−→ [Xµ,mµ] ∈ T (S).

第一步是解 Beltrami方程，第二步把解解释为被改变复结构的曲面及其标记，第三步取标记
等价类。不同解若由保持标记意义下的双全纯映射联系，则表示同一个 Teichmüller 点；“给
定 µ”本身既不是一个映射，也不是一个点。存在性、解的归一化和极值代表分别属于不同
定理，不能从这条箭头链自动推出。

标记曲面
[X,m]

标记曲面
[Y, n]

1

2
logKmin

在所有允许的拟共形映射中
寻找最大畸变最小者

图 82. Teichmüller 距离的路径图像：端点是两个标记黎曼曲面，中间每条曲线代表一种允许的变形路线；
红色路线表示取到最小畸变的候选路线。存在性和唯一性需要额外的 Teichmüller 定理，不能由这张图直
接推出。

距离定义给出“寻找最小畸变代表”的问题。经典 Teichmüller 定理说明适当条件下存在唯
一极值映射；这不是距离定义本身，而是一个额外的存在性与唯一性定理。

正式定理 12.38（Teichmüller 空间的标准高级结论（本文未证明）） 对亏格 g ≥ 2 的闭曲面，
T (S) 可赋予复流形结构，复维数为

3g − 3.

它还具有 Teichmüller 距离、映射类群作用以及 Fenchel–Nielsen 等坐标体系。

本文把这个定理作为学习目标，而不是把它从前面定义自动推出。尤其要区分：

定义T (S) 6=证明T (S) 是复流形 6=证明某组坐标全局有效.

12.4 学习单元：定义、证明、推论与练习
定义回收。 Beltrami 系数 µ 是局部变形数据，拟共形映射是实现这些数据的同胚，Teichmüller
距离再把所有允许映射的最大畸变取最小值。这三者分别属于“数据—映射—距离”三个层次。

正式命题 12.39（线性 Beltrami 变形的畸变） 对

f(z) = z + kz, |k| < 1,
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有
µf = k, Jf = 1− |k|2 > 0, Kqc(f) =

1 + |k|
1− |k|

.

证明. 由 ∂zz = 1、∂zz = 0、∂zz = 0、∂zz = 1，得到

∂zf = 1, ∂zf = k.

所以 µf = (∂zf)/(∂zf) = k。实 Jacobian 是

Jf = |∂zf |2 − |∂zf |2 = 1− |k|2 > 0.

最大畸变公式把 k = ‖µf‖∞ = |k| 代入

K =
1 + k

1− k

即得结论。

推论。 k = 0 时 f(z) = z，没有方向性拉伸；当 |k| 接近 1 时，Kqc(f) 变大，变形越来越接近
退化。可测黎曼映射定理的难点不在这个线性例子，而在于对一般可测 µ 构造并控制解。

具象化说明。把一个小圆想成橡皮膜上的小圆。共形映射把它变成仍然“近似圆”的小图形；拟
共形映射通常把它变成椭圆，µ 记录椭圆的方向和偏心程度。

练习。

M9.1. 对 f(z) = z + 1
2z 计算 µf、Jf 和 Kqc(f)。

M9.2. 说明 |k| < 1 为什么保证线性变形保持局部方向而不折叠。

M9.3. 解释 Kqc(f) = 1 与共形性的关系。

M9.4. 区分 Beltrami 系数、二次微分和 Teichmüller 距离各自属于哪一层对象。

M9.5. 构造两个只在一个点取值不同、但代表同一个 Lp 元素的函数，并说明为什么这不允许直
接比较它们的点值。

M9.6. 对 f(z) = az + bz + c 计算 fz, fz̄ 和 Jf，并判断什么条件下它保持方向。

M9.7. 假设 |µf | ≤ k < 1 几乎处处，利用奇异值公式给出 Kqc(f) 的上界。

M9.8. 在单位正方形上令 µ1 = 1/2，而 µ2(0) = 7、µ2(z) = 1/2（z 6= 0）。判断它们是否代表同
一个 L∞ 元素。

M9.9. 令 u(x, y) = |x|，求其弱导数 Dxu,Dyu，并说明 u 是否属于 W 1,p
loc。

M9.10. 设 f(z) = z + reiθz，解释 |µf | 与 argµf 分别控制什么几何量。

M9.11. 对 q = dz2 描述水平/垂直轨迹，并说明 f(z) = z + kz（k > 0）沿两类方向的伸缩率。

M9.12. 计算仿射例子的 1
2 logKqc(f)，并解释为什么距离定义中的 inf不自动等于某个映射的 min。
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M9.13. 从 Kqc(f) ≥ 1 和 Kqc(f−1) = Kqc(f) 验证 Teichmüller 距离的非负性与对称性；指出为什
么 dT(x, y) = 0⇒ x = y 不是同样直接的推论。

答案提示与自检
M9.1 µf = 1/2、Jf = 3/4、Kqc(f) = 3。M9.2 |k| < 1 使 Jf = 1 − |k|2 > 0，所以线性映射不

折叠并保持方向。M9.3 K = 1 表示两个奇异值相等；在适当正则性定理下这对应共形性，不能仅由
Lp 定义自动推出。M9.4 µ是局部数据，q 是方向支线的全局微分，dT 是对允许映射取最小后的距离。
M9.5 例如取 u ≡ 0、v = 1{0}，则 u = v 几乎处处相等，因而代表同一个 Lp 元素；但 u(0) 6= v(0)，
所以不能把 Lp 等价类当成逐点函数。M9.6 fz = a、fz = b、Jf = |a|2 − |b|2，若 a 6= 0 则 µf = b/a；
仿射映射定向保持当且仅当 |a| > |b|。M9.7 若 |µf | ≤ k < 1 几乎处处，则 Kqc(f) ≤ (1 + k)/(1− k)。
M9.8单点是零测集，所以 µ1, µ2 是同一个 L∞ 类，本质上确界都是 1/2；逐点值 7不影响该类。M9.9
Dxu = sgn(x) a.e.、Dyu = 0，故 u ∈W 1,p

loc（1 ≤ p <∞）。M9.10 |µf | = r 控制主轴伸缩比，argµf = θ

控制主方向的角度（按二倍角约定换算为 θ/2）。M9.11 q = dz2 的水平轨迹为 y = const，垂直轨迹
为 x = const；当 k > 0 时，f(z) = z+ kz 沿两类方向的伸缩率为 1+ k 与 1− k。M9.12 对 k = 1/2，
候选值为 1

2 log 3。距离定义只给出 inff，要写成 min 必须额外使用极值存在定理；候选映射的畸变
不自动就是距离。M9.13 非负性来自每个候选映射的 Kqc ≥ 1，对称性来自逆映射保持畸变；但下确
界为零只说明存在畸变趋于 1 的映射列，不能仅凭此构造标记相容的双全纯映射，因而正定性需要
Teichmüller 理论的深定理。

12.5 本模块的交接
本模块的依赖链是

测度 −→ L∞ 与 a.e. −→弱导数 −→ Beltrami 数据µ −→拟共形映射 −→ Teichmüller 距离.

二次微分提供极值变形的方向数据，但它不是 Beltrami系数，也不是模函数。本模块交出Beltrami
数据、拟共形变形、二次微分、Teichmüller距离和高级定理边界。至此，读者已经能理解 Teichmüller
理论的基本对象；最后模块把它们整理为学习和研究的可执行路线。
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13 模块十：检查、练习与研究接口

13.1 一条不跳跃的学习顺序

阶段 学习内容 通过标准

P0 函数、集合、等价关系、商 能证明一个关系是等价关系并解
释商的含义

P1 群、同态、群作用、轨道、稳定子 能计算简单群作用并区分作用商
与普通集合商

P2 复数、全纯函数、Cauchy 理论 能使用柯西–黎曼方程和柯西积
分公式

P3 拓扑、同伦、基本群、曲面分类 能解释圆周、球面、环面的基本
拓扑差别

P4 流形、度量、微分形式、Stokes 定
理

能说明曲率和周期为何需要几何
／微分形式

P5 黎曼曲面、除子、Riemann–Roch 能区分亏格 0, 1,≥ 2 并解释全纯
微分

P6 标记、映射类群、T (S)、M(S) 能写出“保留标记再取商”的逻
辑

P7 解析族、拉回、模函子、普适族 能区分纤维、总空间和普适性定
理

P8 L∞、Beltrami、拟共形、二次微分 能读懂变形方程并指出存在性尚
需证明

P0

集 合
P1

群
P2

复分析
P3

拓 扑
P4

几 何

P5

黎曼曲面
P6

标记/模
P7

解析族
P8

拟共形

基础主干

Teichmüller 专门入口

图 83. 从基础到研究的可视化路线：P0–P5 建立共同语言，P6–P8 进入标记、族和拟共形变形。
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13.2 高级研究名称的边界：名字不等于前置定理
下面四个词会在研究文献中与 Teichmüller 理论相邻出现，但它们不是 P0–P8 的隐藏章节。这里
给出的是“工作性定义”：读者只需知道它们研究哪一类对象、与本路线哪一层相接；这不等于
本文已经建立了相应理论。

定义 13.1（Langlands纲领（研究方向名称）） Langlands纲领是一组把两种对称性联系起来
的猜想与定理网络：一端是数论对象的算术对称性，常用“把对称变换写成线性变换”的表
示记录；另一端是具有强变换规律的解析对象，常见名称包括自守形式和自守表示。它不是
一条单独的公式，也不是本导论中“模函数”的同义词；它与本路线的接口主要经过群、表
示、模形式和模空间，需要额外的数论与表示论基础。

定义 13.2（IUT（研究框架名称）） IUT 是 Inter-universal Teichmüller theory 的缩写，通
常译作 宇宙际 Teichmüller 理论。在本导论中，它只作为望月新一提出的算术几何研究框
架名称出现：其目标是比较不同算术结构“视角”之间仍可传递和不可直接传递的信息。这
里的 Teichmüller 并不等于经典理论中的 T (S)，也不意味着可以把 IUT 的对象直接代入
Beltrami 方程；其定义、技术装置和定理均超出本导论范围。

定义 13.3（Lie群（工作性定义）） 一个 Lie群是同时具有群结构和光滑流形结构的对象，并
且乘法 G×G→ G 与取逆 G→ G 都是光滑映射。它把“可连续变化的对称”组织成一个
群；例如矩阵群可把矩阵乘法和光滑参数同时纳入研究。这里的定义只作高阶 Teichmüller
的入口，不展开 Lie 代数、根系或表示空间的构造。

定义 13.4（高阶 Teichmüller 理论（研究方向名称）） 高阶 Teichmüller 理论研究曲面基本
群 π1(S) 到某些非紧的高秩 Lie 群 G 的表示及其表示空间中的特殊连通分支。它保留经典
Teichmüller 理论“曲面拓扑 −→ 连续变形参数”的精神，但目标不再只是 PSL2(R) 的复结
构参数。本文只说明这个接口，不把表示空间、连通分支或其参数化当作已经证明的结论。

本导论主干
P0–P8

经典入口
T (S), M(S), µ

Langlands
算术–解析对称

高阶 Teichmüller
π1(S) → G

IUT
算术几何框架

模 栈
保留自同构与族

图 84. 研究接口的层级边界：虚线表示“需要额外理论的相邻方向”，不是本导论已经完成的推导。

P0–P5是基础主干；P6–P8才是 Teichmüller专门入口。Langlands纲领、IUT、高阶 Teichmüller
和 模栈／代数栈的工作入口不是初等前置内容，应放在这条主干之后。

299



走向可变黎曼曲面 模块十：检查、练习与研究接口

说明 13.5（卡住时不要从头重读） 若读者在某处卡住，可以按“问题类型”回退，而不是
把整篇文档重新读一遍：

卡住的对象或符号 先回到 回退时要重新确认什么

商、等价类、双射、良定义 P0 代表元改变后，结果是否仍然相同
GL, SL,PSL、轨道、稳定子 P1 群运算、正规子群和作用商的层次
全纯、留数、周期积分 P2 与 P4 定义域、奇点、曲线方向和收敛条件
同伦、亏格、映射类群 P3 比较的是点集、映射，还是自同胚的同

位类
dFp、形式、Hodge 星、周期矩
阵

P4 哪些结构已经给定，积分沿什么对象进
行

除子、L(D)、Riemann–Roch P5 极点限制、典范除子和维数符号
T (S)、M(S)、模函数 P6 标记是否保留，函数是否只是分类空间

上的不变量
π : X → B、拉回、普适族 P7 基、总空间、纤维和族同构分别是什么
µ、弱导数、Kqc(f) P8 数据、方程、解和存在性定理不能混写

13.3 一条贯穿全书的样本：复环面
抽象路线最好有一个可以反复触摸的样本。取 τ ∈ H，令

Λτ = Z+ τZ, Eτ = C/Λτ .

同一个 Eτ 可以把前面九个模块串在一起：

层次 在样本中看到什么 这一层新增的问题

集合与商 z ∼ z′ ⇐⇒ z − z′ ∈ Λτ 商集合的元素到底是什么？公式是否与代表元
无关？

代数 Λτ
∼= Z2，换基由整数矩阵记录 哪些换基保持有向面积？为什么出现 SL2(Z)？

拓扑 Eτ 是亏格一的闭曲面，π1(Eτ ) ∼=
Z2

两个基本绕圈方向怎样被标记？

复分析 商映射局部是复坐标，dz 在格平
移下不变

哪些函数和微分能从 C 下降到商上？

几何/周期 ∫
a
dz = 1、∫

b
dz = τ 周期如何随同调基变换？

模问题 τ 是带基向量的形状参数，换基
给出分式线性作用

何时两个 τ 表示同一个无标记复环面？

解析族 E → H，纤维可写为 Eτ 参数改变时，怎样把所有纤维放进一个总空
间？

模函数 j(τ) 在适当的 SL2(Z) 作用下不
变

一个函数怎样忘掉标记并下降到分类商？
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这张表的作用是训练“先辨认对象类型，再使用定理”。例如，Eτ 是一个曲面，τ 是一个参
数，SL2(Z) 是一个群，而 j 是参数空间上的函数；它们都可能出现在同一行计算里，却不属于
同一种数学对象。在更高亏格时，格商模型不再覆盖全部现象，需要回到黎曼曲面、周期、标记
和拟共形变形的完整理论。

13.4 贯穿路线的练习
INT.1. 证明“整数模 n 同余”是等价关系，并写出商映射；

INT.2. 对 γ ∈ SL2(Z)，计算
Im
(
aτ + b

cτ + d

)
并验证它仍在 H 中；

INT.3. 计算 f(z) = z + kz 的实矩阵、行列式和 Beltrami 系数；

INT.4. 在环面上计算 dx, dy 沿两条基本闭曲线的积分；

INT.5. 解释为什么不同 τ 可能描述同一个无标记复环面；

INT.6. 写出族 E → H 沿 h : B → H 的拉回纤维；

INT.7. 说明为什么周期矩阵需要同调基和归一化；

INT.8. 说明 T (S) 和M(S) 的区别，并指出其中哪个保留标记；

INT.9. 对每个高级定理写出“假设–结论–本文状态”三栏，避免把接口声明当成证明。

INT.10. 令 Ei = C/(Z+ iZ)，考虑 fk(z) = z + kz。写出它诱导的目标格，并判断为什么通常不是
Ei → Ei 的自映射。

INT.11. 对一个有非平凡 monodromy 的曲面族，说明局部周期矩阵在沿基空间闭路后如何变化。

答案提示与自检
INT.1 由 a− b 的可加性、取负和 0 分别验证自反、对称、传递；商映射为 q(a) = [a]。INT.2

Im aτ + b

cτ + d
=

Im τ

|cτ + d|2
> 0,

其中使用 ad− bc = 1。INT.3 若 k = a+ ib，则实矩阵为1 + a b

b 1− a

 ,

行列式为 1 − |k|2，且 µf = k。当练习额外假设 k ∈ R 时，才简化为 diag(1 + k, 1 − k) 和 1 − k2。
INT.4 dx 和 dy 分别沿两条基本方向给出对应的周期；具体数值依赖选定的坐标和基。INT.5 τ 与
(aτ + b)/(cτ + d) 可能由 SL2(Z) 换基联系，因而表示同一个无标记环面。INT.6 拉回纤维为 Eh(b)，
即把原参数 τ 换成 h(b)。INT.7 周期矩阵依赖同调基和归一化全纯微分；没有这些选择，只有周期配
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对而没有唯一矩阵。INT.8 T (S) 保留标记，M(S) 忘掉标记并取适当商。INT.9 必须分别写出假设、
结论和“本文已定义/已证明/只陈述/待研究”的状态。INT.10 fk 把 Z+ iZ 送到 〈1 + k, i(1− k)〉，
所以自然得到

Ei −→ C/〈1 + k, i(1− k)〉,

而不是通常的 Ei → Ei。INT.11 沿闭路运输同调基会产生 π1(B) → Sp2g(Z) 的 monodromy；周期
矩阵按 Ω 7→ (AΩ+B)(CΩ+D)−1 变换。

说明 13.6（练习的四级自检） 不要把“做不出题”理解成必须把整章重读一遍。可以按下
面四个层级逐级检查：

一级：认对象 只用定义指出题目中的对象属于集合、映射、群、曲面、形式或参数空间中
的哪一类，并写出输入和输出；

二级：代入算 把定义放进一个具体例子中，例如取一个整数、一个矩阵、一个复数或一条
显式曲线，逐步计算而不跳步；

三级：按定义证
先写“要证明的等式或性质”，再逐项检查定义中的条件。若使用定理，必
须同时写出定理的假设；

四级：辨接口 说明结论改变了什么、没有改变什么，以及它连接了哪两个模块。例如，周
期矩阵记录积分数据，但它不是黎曼曲面本身；模函数可以忘掉一部分标
记，但它不是模空间的定义。

若仍然卡住，在纸上写三行即可：已知对象、要得到的对象、准备用哪一个定义或定理。这
三行通常能暴露真正缺少的是符号、定义，还是证明技巧；找到对应模块后只回读那一小段。

13.5 最后的概念检查
完成本路线的入门部分后，应能回答：

(1) 复结构、黎曼度量和拓扑结构分别规定什么？

(2) 为什么要固定参考曲面并加标记？

(3) Mod(S) 的元素是什么，它怎样作用在 T (S) 上？

(4) T (S)、M(S)、模函数和周期映射各自是什么类型的对象？

(5) 解析族中的基、总空间和纤维分别是什么？

(6) 为什么普适族是表示性定理的结论，而不是定义？

(7) Beltrami 方程怎样描述复结构变形？

(8) 哪些内容是本文正式陈述的经典定理，哪些仍只是尚未在本文证明的高级结论？

302



走向可变黎曼曲面 模块十：检查、练习与研究接口

若不能回答其中一项，应回到该问题对应的唯一模块，而不是从头重复整篇文档。这就是本
重构的阅读规则：概念只在一个模块中展开，之后通过接口使用。
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14 与当前项目主线的研究接口
本入门章的任务是建立共同语言，不是替代研究论文或高级教材。读完之后，读者应能沿着下面
的链路定位每个问题：

研究层次 当前拥有的对象 本文状态 下一步真正要证明或构造什么

集合与商 对象、关系、等价类、商 定义与基础命题已
证明

证明商上定义的运算或映射确
实良定义

拓扑与标记 曲面、同伦、亏格、映射
类群

基础命题已证明；
分类定理引用

证明自同胚按同位取商后得到
合适的作用

复结构 图册、全纯过渡、黎曼曲
面

基础定义与初等例
子；经典定理引用

研究复坐标变化及其保持的全
局量

周期数据 微分形式、同调类、积分、
周期矩阵

基 础 计 算；Rie-
mann/de Rham 等
定理引用

证明积分与基变换相容，并研究
周期映射

模问题 T (S)、M(S)、模函数、稳
定子

集合定义；高级几
何结构未证明

区分保留标记的参数空间、取商
后的分类空间和不变量

解析族 基、总空间、纤维、拉回、
普适性

基础定义与拉回证
明；表示性只作接
口

构造族并判断某个模问题是否
由空间或更精细对象表示

拟共形变形 µ、弱导数、Kqc(f)、二次
微分

定义与线性例子；
存在性/极值定理
未证明

使用可测 Riemann 映射定理和
极值理论研究变形

每遇到一个新结论，都用四个问题检查它的边界：

假设是什么？ 结论是什么？ 这是定义、例子还是定理？ 本文是否给出了证明？

例如，“T (S) 的复维数是 3g − 3”是高级定理；“T (S) 是标记黎曼曲面的等价类集合”是定
义；“不同的 τ 可能表示同一个无标记环面”是低亏格例子。三句话都正确，但证据层级完全不
同。
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14.1 七组必须始终分开的对象
最后用一张“不要混淆”表收束全书。它不增加新定义，只提醒读者比较对象的类型：

对象 A 对象 B 一句话区别

复结构（图册） 黎曼度量（正定内积场） 前者规定哪些坐标变化全纯，后者规定如何
测长度和角度。

T (S) M(S) 前者保留标记，后者忘掉标记并按映射类群
取适当商。

纤维 Xb 解析族 π : X → B 前者是一个参数处的曲面，后者还记录所有
参数和它们的粘合。

周期 ∫
γ
ω 周期映射 P 前者是一个积分数值，后者把整个复结构送

到周期数据空间。
模空间 模函数 前者是分类对象的空间，后者是在群作用下

保持不变的函数。
Beltrami 系数 µ 拟共形映射 f 前者是变形数据，后者是满足方程并实现变

形的几何映射。
映射类群元素 一个具体自同胚 前者是按同位取出的等价类，后者是其中一

个代表映射。

14.2 从入门到研究的下一步
建议按 P0 到 P8 顺序学习，但不要把它理解成只能单向前进的考试清单。每完成一个阶段，就
回到本章的“交接”小节，用一个具体例子复述：

旧对象 −→新增结构 −→新增等价关系 −→新问题.

例如，从拓扑曲面到黎曼曲面是“加入复结构”；从标记黎曼曲面到模空间是“忘掉标记并取适
当商”；从单个曲面到解析族是“允许参数变化并记录拉回”。这三步不能互换，也不能用一个熟
悉的词替代另一个词。
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15 参考资料与继续阅读
• 初等复分析和黎曼曲面：Forster，Farkas–Kra，Miranda [5, 3, 12]；

• 拓扑、流形和映射类群：Lee，Hatcher，Farb–Margalit [10, 11, 7, 2]；

• 测度和拟共形分析：Folland，Ahlfors [4, 1]；

• Teichmüller 理论：Hubbard 两卷本 [8, 9]；

• 曲线模空间：Harris–Morrison [6]；

• 历史起点：Teichmüller 的 Veränderliche Riemannsche Flächen [13]。

建议每读完一个模块，都回到上一模块的接口检查：新概念到底使用了哪些旧对象？新增了
哪种结构？等价关系改变了吗？是否使用了一个尚未证明的定理？这些问题构成从基础学习走向
严格研究的最小方法论。
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